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En la adquisición de los conocimientos el alumno debe siempre apoyarse en las acciones directamente esperimentables afin de construir la nueva estructura de conocimiento a aprender. Esta nueva estructura tomara todo su significado , por un lado cuando el alumno pueda anticipar un resultado costoso a obtener por los antiguos métodos , y por otro lado, cuando la utilise para resolver otros problemas isomórficos. El trabajo matematico consiste a elaborar sistemas, mas o menos simbolizados y formalizados, que permiten obtener resultados que anticipan de modo mas economico,la obtencion del mismo resultado por intermedio de acciones directas. 

UN EJEMPLO DE UNA DIDACTICA  DE LA NOCION DE FRACCION ELABORADA A PARTIR DEL FENOMENO  DEL APRENDIZAJE  LLAMADO "PSICOMORFISMO".

1 Introduccion

La ley de "correspondencia psicomórfica" en la estructuración de un nuevo conocimiento.

En nuestros primeros trabajos de didáctica de la matemática , (ver bibliografia n°1), tuvimos en cuenta nuestras observaciones de un principio general de las leyes del aprendizaje. Se trata de un principio que permite modelizar el fenómeno natural que se produce cuando se pone en correspondencia dos o mas dominios del conocimiento. Por ejemplo, cuando un niño camina hacia un objeto, éste ocupara cada vez mas su campo visual, simultáneamente. Y si el objeto emite un sonido, éste sera cada vez mas intenso. El olor del objeto sera mas percibido. Si este está caliente el niño percibirá cada vez mas su calor. Estas y muchas mas informaciones evolucionarán simultáneamente a medida que el objeto se aproxime.

Es nuestro organismo biológico que organiza las informaciones recibidas por distintos canales afin de estructurarlas y así permitir las anticipaciones necesarias a la supervivencia. Se trata de la actividad de coordinación general que permite la elaboración cada vez mas compleja de las informaciones. Verdaderas operaciones se producen, por ejemplo, dos objetos innaccesibles de misma naturaleza que aparecen próximos en una imagen visual, (por ejemplo dos árboles que tienen la misma talla en esa percepción) , serán asimilados a dos objetos próximos y de misma talla en la "realidad". La voz de la mamá percibida con una débil intensidad sera interpretada como una información que indica un alejamiento en el espacio.Se pueden encontrar innumerables ejemplos que nos muestran la organización de las informaciones en  "correspondencias psycomorficas" que forman la base de estructuras estables de conocimiento.

Un aspecto fundamental de la estructuración de la realidad es el de la "función de representación". cuando el niño se enfrenta por vez primera a la resolución de un problema,  él actua para estructurar las informaciones afin de encontrar una solución. Si tiene éxito, la proxima vez cuando se encuentre con un problema percibido como isomórfico, los objetos del primer problema actuarán como significantes portadores de una analogia que le guiará hacia las operaciones necesarias a la resolución del segundo problema.

Es así que, resolviendo problemas isomórficos, la formación de  un sistema general que los represente, aparece como algo necesario y natural. Cuando el individuo integra el sistema representativo de los problemas isomórficos, es capaz de trabajar dentro de este sistema y aún más, es capaz mas adelante de ver el sistema como un nuevo objeto,de estudio.

En la formación de los conocimientos hay un imperativo ineludible: el individuo tiene necesidad de establecer progresiones en los grados de significación de una noción. No se puede encontrar la verdadera significación de un sistema de representación de problemas isomórficos, si estos no han sido vividos antes y si la necesidad de construir ese sistema no ha sido percibida.

En la enseñanza de la matemática es importante tener en cuenta estos principios si se quiere que los alumnos se apropien verdaderamente de los problemas y construyan sus conocimientos. Para ello debe vigilarse de proponer actividades que partan de "acciones directamente experimentables", (se trata de acciones automatizadas que no requieren una nueva reflexión), donde se propongan  problemas aptos a suscitar una nueva estructuración.

Mas adelante se propondrán otros problemas isomórficos que se presten menos a una modelización inmediata, pero que serán asimilados mas facilmente si los alumnos han bien integrado la etapa precedente.

A continuación les presentaré un ejemplo sobre la introducción de la noción de fracción. En Francia su enseñanza ocurre en el tercer ciclo de la escuela primaria, es decir el último, antes de pasar al secundario básico.

2 Actividad basada en una correspondencia mórfica simple

material: bandas de papel cartón recortadas a partir de hojas acartonadas ,formato A4, de diferentes colores: blanco, rojo, azul, amarillo, verde,…y de ancho 2,5cm 

Primer curso

a) primera fase

Se les da a los alumnos las distintas bandas de distintos colores y se les dice de recortar y formar una docena de bandas de cada color, todas de 12cm de largo. Para ello, los alumnos aprovechan de sus conocimentos geométricos. Por ejemplo miden 12cm en cada borde, luego trazan un segmento y finalmente verifican con la escuadra que este segmento es perpendicular a los bordes de la banda. Es importante que los alumnos verifiquen que todas las bandas obtenidas son superponibles entre ellas.

b)segunda fase

Se les dice a los alumnos de fabricar bandas de color azul tales que sean superponibles entre ellas y que dos bandas azules justapuestas en su largo sean del mismo largo que una banda blanca. Es importante de poner en evidencia a partir del trabajo de los alumnos dos estrategias posibles. Una consistente en recortar una banda azul superponible a una banda blanca y enseguida plegar la azul en dos partes de mismo largo para recortar de nuevo y obtener dos bandas azules superponibles entre ellas,( tales que justapuestas tenga el mismo largo que el de una blanca). Otra consistente a medir 6cm a partir de la izquierda, (como el procedimiento de la fabricación de la primera fase),y obtener bandas las bandas azules que responden a la demanda.

Es importante de hacer verbalizar a los alumnos para que expliquen sus construcciones.Esto es hecho con el objectivo que los alumnos realicen un morfismo entre las acciones realizadas y las expresiones utilizadas para describirlas. Por ejemplo si un alumno dice que ha recortado en dos partes se le hace reflexionar sobre el hecho que él recortó dos partes de mismo largo y superponibles. El docente hace entonces un esquema en el pizarron que representa el resultado obtenido.

Los alumnos dicen que hay  1 banda blanca y 2  bandas azules

	                                 1


	             1/2
	             1/2 


 Es en ese momento que se introduce un sistema simbólico que resume las acciones realizadas.Como dos bandas azules justapuestas tienen el mismo largo que una blanca, se ecribe sobre las bandas azulez 1/2 y sobre las blancas 1.

Se dirá también que una banda azul tiene la mitad del largo del de una banda blanca. Cuando un alumno diga "dos azules es lo mismo que una blanca" se le hará aclarar su idea para que explicite bien el sentido de su frase. El objectivo es de hacerle trabajar el isomorfismo entre la operación realizada directamente con la manipulacion de las bandas y la operación respectiva verbalizada dentro de nuestro idioma.

c) tercera fase

Se les pide a una parte de los alumnos que fabriquen bandas de color rojo superponibles entre ellas y tales que cuatro de ellas justapuestas sean del mismo largo que una blanca. La otra parte de los alumnos se les pide que fabriquen bandas de color rojo, superponibles entre ellas y tales que dos de ellas justapuestas, tengan el mismo largo que el de una azul.

La actividad hace retomar los procedimientos precedentes: los alumnos que trabajan con las azules y las rojas:un plegamiento o una division por 2, y  los otros alumnos: dos plegamientos succesivos o dos divisiones succesivas de divisor 2, (12:2=6 seguida de 6:2=3)

Se constata que los dos grupos de alumnos llegan a construir un conjunto de bandas rojas superponibles entre ellas. Se pide a los alumnos que escriban sobre las bandas rojas el símbolo que indica que cuatro bandas rojas justapuestas dan el mismo largo que el de una banda blanca.Es decir el símbolo 1/4. Se dirá tambien que cada roja tiene un largo de "un cuarto" del largo del de una blanca . El hecho que los alumnos utilicen el símbolo 1/4 para mostrar la relación entre los largos de las bandas blancas y rojas nos muestra que el sistema simbólico comienza a ser un sistema de significantes, que muestra de manera isomórfica la estructura fraccionaria de las bandas. En este momento se aprovechara para ponerse bien de acuerdo que el 1 de 1/4 se escribe siempre arriba del simbolo / , (es decir es el que nos dice cuantas bandas blancas hay), y el 4  de 1/4 se escribe abajo del simbolo / , (es el que nos dice cuantas bandas rojas hay).

 Se aprovecha también para hacer verbalizar a los alumnos algunas propriedades, afin de obtener afirmaciones verbales  isomórficas a la estructura simbolica  que comienza a ponerse  en evidencia.

por ejemplo:

"la roja es de largo la mitad del de la azul"

"la roja es de largo un cuarto del de la blanca"

"la azul es de largo una mitad del de la blanca"

y también una afirmación que se produce al mismo nivel de abstración que el del sistema simbólico:

"la mitad de una mitad  es igual que el cuarto "

Esta última afirmación es retrabajada inmediatamente al nivel del sistema simbólico:

Es así que se dan distintos largos "abstractos" 12cm; 24cm; 20cm; 8cm; 36cm y se pide a los alumnos de calcular directamente 1/4 ,de calcular 1/2 de 1/2 y de presentar los cálculos 

largo dado                1/4 del largo                      1/2 de 1/2 de ese largo

12cm                        12cm:4=3cm                      (12cm:2):2=6cm:2=3cm

24cm                         24cm:4=6cm                      (24cm:2):2=12cm:2=6cm

20cm                         20cm:4=5cm                     (20cm:2):2=10cm:2=5cm

8cm                           8cm:4=2cm                        (8cm:2):2=4cm:2=2cm

36cm                         36cm:4=9cm                     (36cm:2):2=18cm:2=9cm

Hemos elejido valores enteros y múltiplos de 4 afin de calcular dentro de los números enteros.

No queremos aún tratar de cálculos que necesiten números decimales no enteros. En cambio invitamos a los alumnos a trabajar sobre la generalidad de esta estructura, por ejemplo se les muestra una varilla de madera, (que no se puede plegar!), y se les pide de explicar verbalmente un procedimiento para fabricar una varilla que mida de largo 1/4 de la varilla dada al principio.

Hemos voluntariamente ubicado a los alumnos en el sistema simbolico de significantes para que lo utilicen como anticipador de las "acciones directamente experimentables". En efecto aqui los alumnos miden el largo de la varilla, por ejemplo 80cm y entonces 1/4 de 80cm medira 80:4=20, es decir 20cm

Segundo curso

a) primera fase

Con bandas de color amarillo se les propone de realizar bandas sobre las cuales se pueda escribir 1/3 con respecto a la blanca

Estamos aqui en la actividad recíproca de la de la primera fase del primer curso. Es así que les pedimos a los alumnos que nos expliquen este problema afin de asegurarnos que el sistema simbólico funciona bien como un sistema significante.Los alumnos explican que se trata de obtener bandas amarillas que tengan el mismo largo entre ellas y tales que tres "amarillas" justapuestas tengan el mismo largo que una "blanca".Se analiza con los alumnos la dificultad de realizar esta tarea por medio de plegamientos y se concluye que lo mas conveniente es de realizar la division 12:3,  ya que tenemos que dividir 12cm en tres partes iguales.  Es así que los alumnos fabrican bandas de 4cm de largo. Se escribe 1/3 sobre cada una. Hemos aqui una vez mas, anticipado los resultados de las acciones directamente experimentables, (los plegamientos),con un cálculo dentro del sistema simbólico. Este sistema se vuelve cada vez mas "concreto", es decir cada vez mas en funcionamiento autónomo, como un objeto en sí mismo. A su vez se amplia el significado de la nocion de fraccion, ya que la hemos  relacionado con la operacion de division.

b) segunda fase

Nos dirijimos aqui hacia preguntas formuladas en el sistema simbólico y resueltas gracias al isomorfismo con el sistema de las acciones directamente experimentables.

Nos interesamos a la relación de orden entre 1/2; 1/4; 1/3

Para responder utilizamos el morfismo con las bandas "azules","rojas", "amarillas"

Los alumnos constatan que la bande 1/2 es la de mas grande largo, luego,está la de 1/3 y por último la de 1/4

Se hace verbalizar antes de pasar al sistema simbólico. El objectivo es de trabajar sobre explicaciones mórficas.Por ejemplo: si dos "azules" tienen el mismo largo que una "blanca" y que tres "rojas" tienen el mismo largo que una "blanca" entonces una "azul" es mas larga que una "roja" . Otro ejemplo: si se divide una "blanca" en tres partes iguales obtenemos una parte de mas pequeño largo que si se divide la "blanca" en dos partes iguales.

Escribimos entonces:

1/3<1/2

1/4<1/3

1/4<1/2

Continuamos a trabajar sobre el morfismo entre el sistema simbólico y el de las acciones con las bandas afin de llegar a escribir igualdades donde interviene la operación de sumar dos fracciones:

1/2+1/2=1

1/3+1/3+1/3=1

1/4+1/4+1/4+1/4=1

también:

1/4+1/4=1/2

Todas esas igualdades son validadas de manera muy "natural"con las bandas y el isomorfismo.

Se aprovecha, en ese momento del aprendizaje, del enriquecimiento del sistema simbólico, (el cual aparece cada vez mas autónomo), para estudiar por ejemplo la fracción 1/5 , sin que sea necesario construir las bandas respectivas.Esta etapa es importante en la medida que los alumnos dan explicaciones sin necesidad de efectuar acciones directamente experimentables con las bandas.

Les preguntamos : es que 1/5 es mas chica que 1/4, que 1/3, que 1/2   

También "cuántas bandas 1/5 tendrán el mismo largo que una banda 1 ?

Comentario: no le pedimos que fabriquent bandas 1/5 para evitar la division 12:5 ya que los números decimales no enteros serán estudiados posteriormente. Aprovecho para decirles que para  estudiar los números decimales se utiliza el morfismo fundamental entre los decimales y las fracciones, esto no lo desarrollamos aqui, ya que el espacio del cual disponemos ,no nos permite abordar todos estos aspectos.

Continuamos la actividad estudiando las mismas preguntas con 1/6; 1/7; 1/8; 1/9; 1/10

Ese trabajo sirve también como soporte de evaluación del aprendizaje para constatar que los alumnos explican cada vez mas dentro del sistema simbólico.

Por ejemplo:  les pedimos de utilizar el símbolo < para escribir la relación entre 1/10 y 1/20

También les proponemos ejercicios del tipo: Completar 1/10<1/   , escribiendo un número que vaya bien en el lugar en blanco En este último ejemplo es importante de poner en evidencia las distintas soluciones de los alumnos, para mostrar que se puede encontrar muchas soluciones posibles, (se las podrá ordenar de la mas chica a la mas grande).

Tercer curso

a)primera fase

Proponemos aqui actividades que nos permitan utilizar el sitema simbolico y enriquecer la nocion de fraccion.

 A partir de un cuadrado los alumnos utilisan las fracciones 1/2 , 1/4 

Se trata también de utilizar sus conocimientos sobre el cuadrado que es una de las figuras geométricas mas conocida por los alumnos. 

Se les da a los alumnos varios cuadrados de 6cm de lado, sobre uno de ellos se escribe 1 y se les pide de obtener partes de un cuadrado sobre las cuales se pueda escribie 1/2 y también otras sobre las cuales se pueda escribir 1/4.

b)segunda fase

A partir de un triangulo equilateral los alumnos utilisan la fraccion 1/3

Damos triangulos equilaterales de 6cm de lado, escribimos 1 sobre uno de elos  y les pedimos de construir partes de un triangulo donde podamos escribir 1/3

Se obtienen estas figuras. Como vemos el hecho de obtener dos solucions para 1/2, para 1/3  y para 1/4 nos hace  ampliar la significacion simbolica y nocional de las fraccion estudiadas hasta este momento.
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Hemos avanzado en el hecho de que  1/2 ; 1/4 et 1/3 se aplican a situaciones donde tenemos partes superponibles entre ellas, y tales que su justaposicion es superponible a una figura dada donde esta escrito 1.

3 Actividad sobre una segunda estructura isomórfica.

3.1 Una estructura de fracciones a partir de discos de mismo radio

Material:  discos en papel cartón de 6cm de radio; todos de color blanco; (una docena por alumno). Los discos son proporcionados por el docente.

Comentario: En algunas presentaciones de la noción de fracción, los autores parten de la observación de una imagen de un disco, en el cual se han dibujado sectores angulares. Se les dice a los alumnos mostrándoles un símbolo fraccionario, por ejemplo1/4, que cada sector es un cuarto del disco. Para mi gusto la simplicidad de la presentación con bandas es superior y lo que es capital : el símbolo 1/4 representa isomórficamente una acción directamente experimentada por cada alumno y no una simple observacion pasiva..

Otro motivo fundamental de haber partido de las bandas y no de los discos es que, la justaposición de bandas conduce siempre a obtener una banda. Por ejemplo cuando estudiemos 3/4+3/4 con las bandas obtendremos una banda de 6/4 . En cambio 3/4 de un disco sumado a 3/4 de un disco no conduce a una operación directamente experimentable afin de obtener un nuevo disco que corresponda a 6/4, ya que 6/4 de uns disco no es geometricamente un disco.

Lo que nos interesa aqui es de hacer trabajar los alumnos con una actividad que va a ser asimilada a la estructura de fracciones que viene de ser abordada con las bandas.

primer curso

a) primera fase

Proponemos de realizar por medio de un plegamiento y recorte dos partes de un disco superponibles entre ellas y tales que justapuestas formen una superficie superponible a un disco entero.

Esta es una actividad facil de realizar; es así que los alumnos obtienen dos semi-discos. Escribimos entonces 1 sobre un disco entero y les pedimos  que escriban la fracción respectiva sobre cada semi-disco. Se escribe entonces 1/2 sobre cada semi-disco orientando la escritura hacia el centro y en recto-verso; esto es afin de obtener dos semi-disco perfectamente "idénticos". Como se vé aquí,  los alumnos utilizan la estructura precedéntemente introducida de las fracciones en una situación isomórfica.

b) segunda fase

Se les pide de plegar un disco afin de obtener partes sobre las cuales podamos escribir 1/4

Los alumnos realizan el plegamiento en dos y luego aún en dos y obtienen cuatro cuartos de disco. se escribe entonces 1/4, siempre orientado hacia el centro del sector de disco. Se comprueba aqui que también obtenemos que 1/4 es 1/2 de 1/2, que 1/4+1/4=1/2 Es decir que ponemos en evidencia el morfismo con la actividad de las bandas que justifica el hecho que se la pueda representar con el mismo sistema simbólico.

c)tercera fase

Les proponemos de fabricar tres partes superponibles entre ellas y tales que justapuestas formen una superficie superponible a un disco entero.

Se analiza el modo como habia sido resuelto el problema isomórfico con las bandas.Vemos que se habia efectuado una division por 3 Aqui tenemos una dificultad ya que los alumnos no estan habituados en Francia a utilizar el "semicirculo" para medir angulos. Para nosotros se deberia trabajar justamente a proposito de la utilizacion de las fracciones como 1/3 de un disco la utilizacion del semi-cίrculo o"rapporteur" para medir los angulos . Una solucion es de utilizar el problema de 1/3 del triangulo equilatero, para que, geométricamente se obtengan los sectores de disco sobre los cuales podamos escrir 1/3. Otra solucion que no nos satisface completamente es con la ayuda de una cuerda, no muy gruesa, entornar un disco, superponible a los otros, construido en madera con un espesor suficiente para permitir la manipulación. Luego se mide el largo (en milímetros), de la cuerda hasta la marca y se calcula por medio de una división por 3 . Una solucion mas cercana al alumno es la de utilizar una escuadra de 60°; 30° y 90° ; de esta lmanera los alumnos obtienen el sector de 120°, commo la suma de dos sectores de 60°.
Comentario: como los discos son de 6cm de radio, la circonferencia no mide un número entero y múltiplo de 3. Este obstáculo hace que en el momento de las medidas de la cuerda de hilo se sugiera a los alumnos la medida de 378mm que es la aproximación múltiplo de 3, mas cerca en mm. Como lo están viendo lo importante aquí es que los alumnos realicen los tres sectores de disco con acciones que se desarrollan en gran parte dentro del sistema simbólico matemático.

Se marcan dos rayitas sobre la cuerda, luego vuelve a enrular la cuerda sobre el disco y se marcan tres rayitas sobre el disco.de madera, (esto es realizado por el docente con la ayuda de un alumno asistente). Se utiliza luego el disco de madera como patron para que cada alumno trace las tres rayitas sobre su disco en cartón. Luego se realizan los tres sectores y se constata luego de recortarlos que son todos superponibles entre ellos. Se escribe entonces 1/3 sobre cada sector . Nosotros preferimos la realizacion geométrica a partir de la escuadra 30°;60° o de un triangulo equilateral inscripto en el cίrculo de cada disco.

Se procede siguientemente a la verificacion de  relaciones conocidas en la actividad de las bandas:

por ejemplo,

1/4+1/2 es lo mismo que 1/4+1/4+1/4

1/2>1/3

4 Actividad dentro de la estructura simbólica de las fracciones

4.1 Hacia las operaciones de suma de fracciones

Primer curso

a) primera fase

Partimos aquí del hecho que los alumnos han bien integrado que 1/2+1/2=1 , que 1/3+1/3+1/3=1 , que 1/4+1/4+1/4+1/4=1

Vamos a estudiar aqui  1/3 + 1/3 

Este es para nostros un buen ejemplo de problema didactico.

Seria muy facil de escribir directamente dentro del sistema simbolico que 1/3+1/3=2/3

Pero si lo hacemos asi, estamos rompiendo el 'contrato didactico" con nuestros alumnos. 

En efecto lo que llamamos "contrato didactico", consiste a:  implicitamente no escribir un simbolo que no haya tomado su significado en una "accion directamente experimentable" y experimentada por cada alumno. Aqui no ha habido todavia, ninguna accion que nos indique porqué 1/3+1/3 debe escribirse como 2/3.

Para resolver este problema de didactica de la matematica, debemos partir del significado que poseen los alumnos del simbolo fraccionario. Se ha estudiado hasta ahora las fracciones del tipo 1/m , donde m es un entero natural. El significado de 1/m es que tenemos 1 banda blanca suyperponible a m bandas justapuestas y a su vez superponibles entre ellas. les presento aqui nuestra solucion didactica.

Les pêdimos a los alumnos que presnten sobre el pupitre las bandas blancas 1. Les damos bandas violetas como hemos hecho con la fabricacion de las otras bandas y les pedimos que fabriquen bandas sobre las cuales se pueda escribir 1/3+1/3.

Los alumnos no tienen ninguna dificultad para obtener estas bandas violetas sobre las cuales escribimos en una de sus caras 1/3+1/3 . Haciendo esto estamos respectando nuestro contrato didactico, ya que los alumnos relizaron la accion respectiva a esta suma.

Les pedimos siguientemente que den vuelta las bandas violetas y que se sirvan de las blancas también para resolver la pregunta siguiente:

Cuantas bandas blancas y cuantas violetas se necesitan para obtener por justaposicion dos bandas superponibles ?

Es aqui que los alumnos obtienen que 2 bandas blancas y 3 bandas violetas conducen a la solucion de la pregunta. Es asi que se escribe de este otro lado de las bandas violetas el simbolo 2/3 , aprovechando para recordar que por encima del simbolo / se escribe la cantidad de bandas blancas y por debajo de / la cantidad de bandas violetas. Aqui también  hemos conservado el mismo "contrato didactico" , ya que 2/3 fué obtenido a partir de una manipulacion con las bandas ,analoga a las precedentes.

El momento crucial ha llegado : los alumnos dicen que 1/3+1/3 es la misma banda que 2/3, y entonces se justifica que podamos escribir que

1/3+1/3 = 2/3  

También es muy importante este momento para reflexionar sobre el hecho que 1/3+1/3 es "dos veces 1/3" es decir que como 1/3+1/3 es 2x1/3 , podemos afirmar que 2x1/3 = 2/3 En esta parte nos hemos apoyado en los conocimientos de la multiplicacion en tanto que suma de terminos iguales.

b) segunda fase

Proponemos aqui partiendo del sistema simbolico que los alumnos fabriquen bandas de color marron claro sobre las cuales podamos escribir 3/4

Los alumnos utilizan implicitamente el morfismo sujacente y para construir 3/4  justaponen 1/4+1/4+1/4 Una vez que han fabricado de esta manera 3/4 se les pide de verificar que 3 bandas blancas son superponibles a 4 bandas marron claro.

c)tercera fase

Pasamos a un trabajo hecho exclusivamente dentro del sistema simbólico

Afin de realizar las sumas:

1/5+1/5

1/5+1/5+1/5

1/3+1/3+1/3+1/3

y muchas mas sumas de fracciones de mismo denominador

comentario: aunque los alumnos trabajen dentro del sistema simbólico, ellos tienen, en cantidad suficiente, imágenes mentales con bandas o discos para validar las igualdades obtenidas. Por ejemplo 1/4+1/4+1/4+1/4=1 es facil de comprender , pero nos parece demasiado pronto de escribir la fracción 1/1

Comentario: hemos reflexionado con los alumnos a las fracciones superiores a 1 dentro de la estructura de las bandas. Ya lo hemos dicho que con las bandas justapuestas se obtiene una banda del mismo largo, pero con los discos no obtenemos discos cuando trabajamos con dos sectores que correspondent a dos fracciones de suma superior a 1. Es así que la justaposición de bandas corresponde isomórficamente a la suma de fracciones pero con los sectores no obtenemos un morfismo con las acciones directamente experimentables. El morfismo que utilisamos es el que va del sistema simbólico de fracciones establecido con las bandas hacia un sistema de sectores de disco. Le suma de sectores es entonces mas dificil. Es por ello que la hemos propuesto después de haber instalado la estructura fraccionaria con las bandas. Es así que, por ejemplo cuando nos referimos a 3/2 como un disco y una mitad de disco reunidos, nos servimos de la estructura de fracciones estudiada antes para darle sentido a la imagen de 3/2 de disco.

A continuacion les proponemos algunas actividades que pueden realizarse dentro de la progresion de los aprendizajes de la nocion de fraction

I)

proponemos el problema siguiente :

Cuantas bandas 3/4 justapuestas y cuantas bandas 1/2 justapuestas se necesitan

para obtener el mismo largo con las bandas 3/4 que con las bandas 1/2 ?

los alumnos constatan que 3/4+3/4 es lo mismo que 1/2+1/2+1/2

y como ellos saben que 3/4+3/4=6/4 y que 1/2+1/2+1/2=3/2 escriben que 

6/4=3/2

también verbalisan diciendo que 2 veces 3/4 es igual que 3 veces 1/2

luego buscamos otras igualdades construidas de esta manera

por ejemplo: 3 veces 2/3 es igual que 2 veces 1 y escriben que 6/3=2

On pase a un travail dentro del sistema simbólico para validar aún las igualdades encontradas

y para reforzar el aprendizaje simbólico.

Por ejemplo:

3/4 + 3/4 es lo mismo que

(1/4+1/4+1/4) + (1/4+1/4+1/4) y como sabemos que 1/4+1/4=1/2

podemos efectuar

(1/4+1/4) + (1/4+1/4) + (1/4+1/4)

es decir

1/2 + 1/2 +1/2

que da como resultado 3/2

comentario : es etapa no excluye que los alumnos que presentan un poco de dificultad con los paréntesis podrán servirse de las bandas para validar sus cálculos simbólicos.

II)

Se trata aqui algunos problemas mas difíciles, pero siempre con la posibilidad para los alumnos de servirse de las bandas para comprender los cálculos.

por ejemplo:  cuantas veces 2/3 y cuantas veces 3/4 para obtener una igualdad ?

Con las bandas se encuentra que 9 veces 2/3 es lo mismo que 8 veces 3/4

Dentro del sistema simbólico tenemos

2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3  =  3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4

los alumnos saben sumar fracciones de mismo denominador, es así que obtienen

18/3  =  24/4

a su vez saben que 3/3 es igual a 1 y que 4/4 también es igual a 1

lo que les permite comprobar que 18/3=6 y que 24/4=6 

5 Actividad con una tercera correspondencia mórfica con la estructura de las fracciones

Primer curso

a) primera fase

Material: Frascos idénticos y cilíndricos, regla graduada, agua coloreada en cantidad suficiente

Con los frascos idénticos proponemos de tomar uno de ellos, de trazar una raya azul a una altura determinada de un líquido, (agua coloreada), de escribir 1 sobre este frasco. Luego proponemos el siguiente problema :trazar en otro frasco una raya roja de manera que podamos escribir 1/2 

Esta situación sirve para utilizar la estructura de las fracciones para estructurar isomórficamente un sistema de volumes de líquido contenido en frascos idénticos y cilíndricos.  

Los alumnos proponen de medir la altura del primer frasco hasta la raya azul , de divir por dos esta medida, (en mm) y luego de trazar la raya roja en el segundo frasco. 

Es importante que los alumnos estén bien convencidos que si fabricamos dos frascos 1/2 , entonces cuando tomemos el primer frasco 1 , con liquido hasta la raya azul y volquemos este liquido en cada frasco 1/2 verificaremos que con un frasco 1 obtendremos dos frascos 1/2

b) segunda fase

Se reflexiona a igualdades entre los frascos

2 frascos "rojos"  = 1 frasco "azul"

4 frascos "rojos"  =  2 frascos "azules"

6 frascos "rojos"  =  3 frascos "azules"

presentamos las igualdades en forma de matriz

"azules" 1   2   3   4   5   6   7    8

"rojos"   2   4   6   8  10 12 14  16

Se hace verbalizar esta  correspondencia explicando que dos "rojos" por un "azul" corresponde a decir que el "rojo" es la mitad del "azul" lo que se escribe con la fracción 1/2, pero también podemos escribir 2/4 o bien  3/6 o bien 4/8 o bien 5/10

Los alumnos reencuentran las igualdades

1/2=2/4=3/6=4/8=5/10…

Comentario: aqui los alumnos trabajan sobre uno de los aspectos estructurales de las fracciones que representan el mismo número racional. Se trata de una co-variación proporcional. Es decir una función lineal o un isomorfismo aditivo

por ejemplo:

1 tiene por imágen 2

2 tiene por imágen 4

3 tiene por imágen 6

el isomorfismo aditivo se verifica:

1+2=3 y  la imágen de la suma 1+2 , es decir la imágen de 3  es 6. Y el número 6 es igual a la suma de las imágenes de 1 y de 2 es decir 2+4 . Los matemáticos dicen que "la suma de las imágenes es la imágen de la suma"

Las estructuraciones proporcionales con las bandas o con los frascos reforzan la noción de fracción. Toda otra estructuración de tipo proporcional con números enteros es bienvenida para trabajar la estructura de las fracciones.

6 Actividad de utilisación de correspondencias mórficas con la estructura de las fracciones

Primer curso

a) primera fase

Hemos suficientemente trabajado con tres estructuras mórficas con la estructura de las fracciones para poder proponer aplicaciones variadas.

por exemplo:

Sea una varilla  de 240cm calcular el largo de una segunda varilla que sea 1/4 del largo del de  la primera.

Luego calcular el largo de una tercera varilla que sea 3/4 del largo del de la primera.

Este problema es tal que las dos etapas sirven a fijar las bases de un procedimiento: para calcular 3/4 se comienza por calcular 1/4 ,dividiendo por 4 y enseguida multiplicamos por 3

Propnemos otros ejemplos variados:

2/3de 24 litros

2/5 de 20kg 

3/10 de 100km

etc.

b) segunda fase

Proponemos cálculos en los que se pueda utilizar dos procedimientos.

Por ejemplo:

Cuantos cm se obtienen con 1/2 de 1/3 de 36cm ?

aquí se procede a calcular 1/3 de 36, es decir 36:3=12 y luego 1/2 de 12 es decir 12:2=6

y también recordamos que la mitad de un tercio corresponde a 1/6 lo que conduce al mismo resultado 36:6=6

Otros ejemplos reforzan el aprendizaje de esta propriedad

1/2 de 1/2 de 40 litros es lo mismo que 1/4 de 40 litros

también se reflexiona con el ejemplo  de 36cm sobre el hecho que 1/2 de 1/3 es lo mismo que 1/3 de 1/2  

comentario : estas actividades preparan la estructura multiplicativa de las fracciones y contribuyen a la construcción de la multiplicación de las fracciones. 

También estos cálculos serán muy utiles cuando se estudien los números decimales. Ello permitirá a los alumnos de validar sus cálculos con la ayuda del isomorphismo entre las fracciones decimales y los números decimales escritos en base 10

Por ejemplo:

1/2 x 1/2  = 1/4

0.5 x 0.5  = 0.25 

Como les deciamos nuestra progresion sobre los numeros decimales se basa en los conocimientos sobre las fracciones, esto nos lo gustaria divulgar en otra oportunidad. Pasaremos a continuacion a escribir sobre la otra parte de nuestra conferencia, a la cual le consacramos menos tiempo, ya que formaba parte de nuestro trabajo de taller.

Un ejemplo en geometría a partir de una actividad de construcción en un cuadrado troncado

7  También dentro del aprendizaje de la geometría se elaboran sistemas de representación de las acciones directas que permiten antipaciones . Se trata de sistemas de propriedades geométricas, que se inscriben también dentro de una progresion de los aprendizajes geométricos. En el articulo sobre nuestro taller de geometria les presento algunos puntos fundamentales. A continuación un ejemplo de anticipación en geometria.

Material : hojas fotocopiadas en donde se ve dibujado una parte de un cuadrado

a) primera fase

Se le distribuye a cada alumno una hoja de formato A4 en donde se ve dibujado una parte de un cuadrado ABCD La parte no visible corresponde al vértice B y una parte de los lados [AB] y [BC] que está fuera de la hoja

Se les dice que se trata bien de una parte de un cuadrado ABCD y que queremos trazar la parte visible de la diagonal [DB], ello con la obligación de que todo trazado debe ser efectuado dentro de la hoja.

b) segunda fase

Los alumnos presentan sus distintas soluciones para que sean analizadas en el grupo entero.

Es aqui en donde se trabajan las propiedades del cuadrado. 

Por ejemplo : como las diagonales se interceptan en un punto que es el punto medio de cada una , entonces es suficiente de trazar con la regla graduada el punto O, medio de  [AC] y luego con el borde de la regla se traza la parte visible de la diagonal [DB] a partir de los puntos D y O

Otro ejemplo : como las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entonces es suficiente de deslizar uno de los lados del ángulo recto de la escuadra sobre la diagonal [AC], hasta que el otro lado del ángulo recto pase por el punto D, luego trazamos una parte de la diagonal [BD]

Otro ejemplo : como cada diagonal es una bisectriz de dos ángulos rectos del cuadrado es suficiente de trazar una parte de la bisectriz del ángulo recto de vertice D . Esta construción puede ser hecha con el compas y la regla , también con el semicírculo graduado y la regla.

Es muy importante aquí, que los alumnos verbalicen sus explicaciones al mismo tiempo que construyen en el pizarrón y sus camaradas en su cuaderno. Como vemos uno de los sistemas morficos en geometria es el verbal. Es decir que cuando se verbaliza, por ejemplo, una constuccion geométrica, se esta realizando por intermedio del lenguaje, la serie de etapas de la construccion.

c) tercera fase

Se trata aqui de autorizar a los alumnos a pegar un pedazo de hoja para completar , en otro color el cuadrado ABCD y verificar que la parte trazada es bien una parte de la diagonal [DB]

d) cuarta fase

En esta fase se propone de construir una parte de la diagonal [BD] de un cuadrado ABCD del cual solo vemos una parte del ángulo recto de vértice D pero los vértices A, B y C son innaccesibles

El objetivo es que se seleccione entremedio de las construcciones precedentes aquella que sea pertinente.

Los alumnos proponen la construcción que se basa en la propriedad de la bisectriz del ángulo recto.

Comentario : este trabajo con las figuras troncadas e incompletas es de una riqueza pedagógica muy grande. Aqui le he presentado nada mas que un sólo ejemplo con el cuadrado, que es una de las figuras mas familiares de nuestros alumnos.

8 Conclusiones

Les he presentado aquí una secuencia de introducción a la noción de fracción. Dentro del marco de esta intervención no podemos materialmmente desarrollar otras actividades ; por ejemplo sobre  otras opéraciones, lo mismo que sobre la relación de orden, sobre la densidad , etc. El aprendizaje de las fracciones comienza en el tercer ciclo de la primaria y continua en el ciclo basico del secundario. Lo importante es que los alumnos hayan accedido a esta noción a partir de actividades que partan de "acciones directamente experimentables" y que poco a poco se construya un sistema simbólico que represente claramente su estructuración. Es así que a medida que se tratan problemas isomórficos las acciones se realizan cada vez mas dentro del marco del sistema simbólico, lo que permite de anticipar los resultados directos. El alumno se familiariza con los símbolos matemáticos y con su significado a traves diferentes isomorfismos, al punto que la estructura simbólica de las fracciones se transforma en objeto de estudio en si mismo, pero siempre dentro de problemas donde exista la posibilidad de validar sus cálculos por diversos medios y sin olvidar los problemas de la vida cotidiana en donde se le aplica.

Este ejemplo didáctico no es exclusivo de las fracciones. Por el contrario en el aprendizaje de la matemática debemos situar a nuestros alumnos dentro de actividades que les permitan partir de "acciones directamente experimentables", y así construir estructuras formalizadas de conocimiento matemático que les permitan anticipar resultados.

Es así que en geometría, a partir de las acciones directamente experimentables  con los instrumentos de trazado, se va formando un sistema formal de propriedades de las distintas figuras. Es cuando el alumno utiliza las propriedades para anticipar una construcción y que esta seguro de su resultado, sin por ello tener necesidad de verificarlo experimentálmente, que la geometria presenta toda su razón de ser.

Es por ello que recomiendo las actividades en las que se proponen problemas de construcción, a partir de figuras troncadas con partes innaccesibles. Como las que les he presentado con un cuadrado troncado.

No queremos terminar este trabajo sin agradecer especialmente a los colegas de la SOAREM y del Instituto Superior de Formación de Profesores "Joaquin V. Gonzalez" , asi como a los « estudiantes-profesores », que nos han acogido con mucho afecto en esta  "IV CAREM". 
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En la adquisición de los conocimientos el alumno debe siempre apoyarse en las acciones directamente experimentables afín de construir la nueva estructura de conocimiento a aprender. Esta nueva estructura tomara todo su significado , por un lado cuando el alumno pueda anticipar un resultado costoso a obtener por los antiguos métodos , y por otro lado, cuando la utilice para resolver otros problemas isomórficos. El trabajo matemático consiste a elaborar sistemas, mas o menos simbolizados y formalizados, que permiten obtener resultados que anticipan de modo mas económico, la obtención del mismo resultado por intermedio de acciones directas. 

UN EJEMPLO DE UNA DIDACTICA  DE LA NOCION DE FRACCION ELABORADA A PARTIR DEL FENOMENO  DEL APRENDIZAJE  LLAMADO "PSICOMORFISMO".

1 Introducción

La ley de "correspondencia psicomórfica" en la estructuración de un nuevo conocimiento.

En nuestros primeros trabajos de didáctica de la matemática , (ver bibliografía n B01), tuvimos en cuenta nuestras observaciones de un principio general de las leyes del aprendizaje. Se trata de un principio que permite modelizar el fenómeno natural que se produce cuando se pone en correspondencia dos o mas dominios del conocimiento. Por ejemplo, cuando un niño camina hacia un objeto, éste ocupara cada vez mas su campo visual, simultáneamente. Y si el objeto emite un sonido, éste será cada vez mas intenso. El olor del objeto será mas percibido. Si este está caliente el niño percibirá cada vez mas su calor. Estas y muchas mas informaciones evolucionarán simultáneamente a medida que el objeto se aproxime.

Es nuestro organismo biológico que organiza las informaciones recibidas por distintos canales afín de estructurarlas y así permitir las anticipaciones necesarias a la supervivencia. Se trata de la actividad de coordinación general que permite la elaboración cada vez mas compleja de las informaciones. Verdaderas operaciones se producen, por ejemplo, dos objetos inaccesibles de misma naturaleza que aparecen próximos en una imagen visual, (por ejemplo dos árboles que tienen la misma talla en esa percepción) , serán asimilados a dos objetos próximos y de misma talla en la "realidad". La voz de la mamá percibida con una débil intensidad será interpretada como una información que indica un alejamiento en el espacio.Se pueden encontrar innumerables ejemplos que nos muestran la organización de las informaciones en  "correspondencias psycomorficas" que forman la base de estructuras estables de conocimiento.

Un aspecto fundamental de la estructuración de la realidad es el de la "función de representación". cuando el niño se enfrenta por vez primera a la resolución de un problema,  él actúa para estructurar las informaciones afín de encontrar una solución. Si tiene éxito, la próxima vez cuando se encuentre con un problema percibido como isomórfico, los objetos del primer problema actuarán como significantes portadores de una analogía que le guiará hacia las operaciones necesarias a la resolución del segundo problema.

Es así que, resolviendo problemas isomórficos, la formación de  un sistema general que los represente, aparece como algo necesario y natural. Cuando el individuo integra el sistema representativo de los problemas isomórficos, es capaz de trabajar dentro de este sistema y aún más, es capaz mas adelante de ver el sistema como un nuevo objeto,de estudio.

En la formación de los conocimientos hay un imperativo ineludible: el individuo tiene necesidad de establecer progresiones en los grados de significación de una noción. No se puede encontrar la verdadera significación de un sistema de representación de problemas isomórficos, si estos no han sido vividos antes y si la necesidad de construir ese sistema no ha sido percibida.

En la enseñanza de la matemática es importante tener en cuenta estos principios si se quiere que los alumnos se apropien verdaderamente de los problemas y construyan sus conocimientos. Para ello debe vigilarse de proponer actividades que partan de "acciones directamente experimentables", (se trata de acciones automatizadas que no requieren una nueva reflexión), donde se propongan  problemas aptos a suscitar una nueva estructuración.

Mas adelante se propondrán otros problemas isomórficos que se presten menos a una modelización inmediata, pero que serán asimilados mas fácilmente si los alumnos han bien integrado la etapa precedente.

A continuación les presentaré un ejemplo sobre la introducción de la noción de fracción. En Francia su enseñanza ocurre en el tercer ciclo de la escuela primaria, es decir el último, antes de pasar al secundario básico.

2 Actividad basada en una correspondencia mórfica simple

material: bandas de papel cartón recortadas a partir de hojas acartonadas ,formato A4, de diferentes colores: blanco, rojo, azul, amarillo, verde,violeta de ancho 2,5cm 

Primer curso

a) primera fase

Se les da a los alumnos las distintas bandas de distintos colores y se les dice de recortar y formar una docena de bandas de cada color, todas de 12cm de largo. Para ello, los alumnos aprovechan de sus conocimientos geométricos. Por ejemplo miden 12cm en cada borde, luego trazan un segmento y finalmente verifican con la escuadra que este segmento es perpendicular a los bordes de la banda. Es importante que los alumnos verifiquen que todas las bandas obtenidas son superponibles entre ellas.

b)segunda fase

Se les dice a los alumnos de fabricar bandas de color azul tales que sean superponibles entre ellas y que dos bandas azules yuxtapuestas en su largo sean del mismo largo que una banda blanca. Es importante de poner en evidencia a partir del trabajo de los alumnos dos estrategias posibles. Una consistente en recortar una banda azul superponible a una banda blanca y enseguida plegar la azul en dos partes de mismo largo para recortar de nuevo y obtener dos bandas azules superponibles entre ellas,( tales que yuxtapuestas tenga el mismo largo que el de una blanca). Otra consistente a medir 6cm a partir de la izquierda, (como el procedimiento de la fabricación de la primera fase),y obtener bandas las bandas azules que responden a la demanda.

Es importante de hacer verbalizar a los alumnos para que expliquen sus construcciones.Esto es hecho con el objetivo que los alumnos realicen un morfismo entre las acciones realizadas y las expresiones utilizadas para describirlas. Por ejemplo si un alumno dice que ha recortado en dos partes se le hace reflexionar sobre el hecho que él recortó dos partes de mismo largo y superponibles. El docente hace entonces un esquema en el pizarrón que representa el resultado obtenido.

Los alumnos dicen que hay  1 banda blanca y 2  bandas azules

                                 1

             1/2
             1/2 

 Es en ese momento que se introduce un sistema simbólico que resume las acciones realizadas.Como dos bandas azules yuxtapuestas tienen el mismo largo que una blanca, se escribe sobre las bandas azules 1/2 y sobre las blancas 1.

Se dirá también que una banda azul tiene la mitad del largo del de una banda blanca. Cuando un alumno diga "dos azules es lo mismo que una blanca" se le hará aclarar su idea para que explicite bien el sentido de su frase. El objetivo es de hacerle trabajar el isomorfismo entre la operación realizada directamente con la manipulación de las bandas y la operación respectiva verbalizada dentro de nuestro idioma.

c) tercera fase

Se les pide a una parte de los alumnos que fabriquen bandas de color rojo superponibles entre ellas y tales que cuatro de ellas yuxtapuestas sean del mismo largo que una blanca. La otra parte de los alumnos se les pide que fabriquen bandas de color rojo, superponibles entre ellas y tales que dos de ellas yuxtapuestas, tengan el mismo largo que el de una azul.

La actividad hace retomar los procedimientos precedentes: los alumnos que trabajan con las azules y las rojas:un plegamiento o una división por 2, y  los otros alumnos: dos plegamientos sucesivos o dos divisiones sucesivas de divisor 2, (12:2=6 seguida de 6:2=3)

Se constata que los dos grupos de alumnos llegan a construir un conjunto de bandas rojas superponibles entre ellas. Se pide a los alumnos que escriban sobre las bandas rojas el símbolo que indica que cuatro bandas rojas yuxtapuestas dan el mismo largo que el de una banda blanca.Es decir el símbolo 1/4. Se dirá también que cada roja tiene un largo de "un cuarto" del largo del de una blanca . El hecho que los alumnos utilicen el símbolo 1/4 para mostrar la relación entre los largos de las bandas blancas y rojas nos muestra que el sistema simbólico comienza a ser un sistema de significantes, que muestra de manera isomórfica la estructura fraccionaria de las bandas. En este momento se aprovechara para ponerse bien de acuerdo que el 1 de 1/4 se escribe siempre arriba del símbolo / , (es decir es el que nos dice cuantas bandas blancas hay), y el 4  de 1/4 se escribe abajo del símbolo / , (es el que nos dice cuantas bandas rojas hay).

 Se aprovecha también para hacer verbalizar a los alumnos algunas propiedades, afín de obtener afirmaciones verbales  isomórficas a la estructura simbólica  que comienza a ponerse  en evidencia.

por ejemplo:

"la roja es de largo la mitad del de la azul"

"la roja es de largo un cuarto del de la blanca"

"la azul es de largo una mitad del de la blanca"

y también una afirmación que se produce al mismo nivel de abstracción que el del sistema simbólico:

"la mitad de una mitad  es igual que el cuarto "

Esta última afirmación es retrabajada inmediatamente al nivel del sistema simbólico:

Es así que se dan distintos largos "abstractos" 12cm; 24cm; 20cm; 8cm; 36cm y se pide a los alumnos de calcular directamente 1/4 ,de calcular 1/2 de 1/2 y de presentar los cálculos 

largo dado                1/4 del largo                      1/2 de 1/2 de ese largo

12cm                        12cm:4=3cm                      (12cm:2):2=6cm:2=3cm

24cm                         24cm:4=6cm                      (24cm:2):2=12cm:2=6cm

20cm                         20cm:4=5cm                     (20cm:2):2=10cm:2=5cm

8cm                           8cm:4=2cm                        (8cm:2):2=4cm:2=2cm

36cm                         36cm:4=9cm                     (36cm:2):2=18cm:2=9cm

Hemos elegido valores enteros y múltiplos de 4 afín de calcular dentro de los números enteros.

No queremos aún tratar de cálculos que necesiten números decimales no enteros. En cambio invitamos a los alumnos a trabajar sobre la generalidad de esta estructura, por ejemplo se les muestra una varilla de madera, (que no se puede plegar!), y se les pide de explicar verbalmente un procedimiento para fabricar una varilla que mida de largo 1/4 de la varilla dada al principio.

Hemos voluntariamente ubicado a los alumnos en el sistema simbólico de significantes para que lo utilicen como anticipador de las "acciones directamente experimentables". En efecto aquí los alumnos miden el largo de la varilla, por ejemplo 80cm y entonces 1/4 de 80cm medirá 80:4=20, es decir 20cm

Segundo curso

a)
primera fase

Con bandas de color amarillo se les propone de realizar bandas sobre las cuales se pueda escribir 1/3 con respecto a la blanca

Estamos aquí en la actividad recíproca de la de la primera fase del primer curso. Es así que les pedimos a los alumnos que nos expliquen este problema afín de asegurarnos que el sistema simbólico funciona bien como un sistema significante.Los alumnos explican que se trata de obtener bandas amarillas que tengan el mismo largo entre ellas y tales que tres "amarillas" yuxtapuestas tengan el mismo largo que una "blanca".Se analiza con los alumnos la dificultad de realizar esta tarea por medio de plegamientos y se concluye que lo mas conveniente es de realizar la división 12:3,  ya que tenemos que dividir 12cm en tres partes iguales.  Es así que los alumnos fabrican bandas de 4cm de largo. Se escribe 1/3 sobre cada una. Hemos aquí una vez mas, anticipado los resultados de las acciones directamente experimentables, (los plegamientos),con un cálculo dentro del sistema simbólico. Este sistema se vuelve cada vez mas "concreto", es decir cada vez mas en funcionamiento autónomo, como un objeto en sí mismo. A su vez se amplia el significado de la noción de fracción, ya que la hemos  relacionado con la operación de división.

b) segunda fase

Nos dirigimos aquí hacia preguntas formuladas en el sistema simbólico y resueltas gracias al isomorfismo con el sistema de las acciones directamente experimentables.

Nos interesamos a la relación de orden entre 1/2; 1/4; 1/3

Para responder utilizamos el morfismo con las bandas "azules","rojas", "amarillas"

Los alumnos constatan que la bande 1/2 es la de mas grande largo, luego,está la de 1/3 y por último la de 1/4

Se hace verbalizar antes de pasar al sistema simbólico. El objetivo es de trabajar sobre explicaciones mórficas.Por ejemplo: si dos "azules" tienen el mismo largo que una "blanca" y que tres "rojas" tienen el mismo largo que una "blanca" entonces una "azul" es mas larga que una "roja" . Otro ejemplo: si se divide una "blanca" en tres partes iguales obtenemos una parte de mas pequeño largo que si se divide la "blanca" en dos partes iguales.

Escribimos entonces:

1/3<1/2

1/4<1/3

1/4<1/2

Continuamos a trabajar sobre el morfismo entre el sistema simbólico y el de las acciones con las bandas afín de llegar a escribir igualdades donde interviene la operación de sumar dos fracciones:

1/2+1/2=1

1/3+1/3+1/3=1

1/4+1/4+1/4+1/4=1

también:

1/4+1/4=1/2

Todas esas igualdades son validadas de manera muy "natural"con las bandas y el isomorfismo.

Se aprovecha, en ese momento del aprendizaje, del enriquecimiento del sistema simbólico, (el cual aparece cada vez mas autónomo), para estudiar por ejemplo la fracción 1/5 , sin que sea necesario construir las bandas respectivas.Esta etapa es importante en la medida que los alumnos dan explicaciones sin necesidad de efectuar acciones directamente experimentables con las bandas.

Les preguntamos : es que 1/5 es mas chica que 1/4, que 1/3, que 1/2   

También "cuántas bandas 1/5 tendrán el mismo largo que una banda 1 ?

Comentario: no le pedimos que fabriquen bandas 1/5 para evitar la división 12:5 ya que los números decimales no enteros serán estudiados posteriormente. Aprovecho para decirles que para  estudiar los números decimales se utiliza el morfismo fundamental entre los decimales y las fracciones, esto no lo desarrollamos aquí, ya que el espacio del cual disponemos ,no nos permite abordar todos estos aspectos.

Continuamos la actividad estudiando las mismas preguntas con 1/6; 1/7; 1/8; 1/9; 1/10

Ese trabajo sirve también como soporte de evaluación del aprendizaje para constatar que los alumnos explican cada vez mas dentro del sistema simbólico.

Por ejemplo:  les pedimos de utilizar el símbolo < para escribir la relación entre 1/10 y 1/20

También les proponemos ejercicios del tipo: Completar 1/10<1/   , escribiendo un número que vaya bien en el lugar en blanco En este último ejemplo es importante de poner en evidencia las distintas soluciones de los alumnos, para mostrar que se puede encontrar muchas soluciones posibles, (se las podrá ordenar de la mas chica a la mas grande).

Tercer curso

a)primera fase

Proponemos aquí actividades que nos permitan utilizar el sistema simbólico y enriquecer la noción de fracción.

 A partir de un cuadrado los alumnos utilizan las fracciones 1/2 , 1/4 

Se trata también de utilizar sus conocimientos sobre el cuadrado que es una de las figuras geométricas mas conocida por los alumnos. 

Se les da a los alumnos varios cuadrados de 6cm de lado, sobre uno de ellos se escribe 1 y se les pide de obtener partes de un cuadrado sobre las cuales se pueda escribir 1/2 y también otras sobre las cuales se pueda escribir 1/4.

b)segunda fase

A partir de un triangulo equilátero los alumnos utilizan la fracción 1/3

Damos triángulos equiláteros de 6cm de lado, escribimos 1 sobre uno de ellos  y les pedimos de construir partes de un triangulo donde podamos escribir 1/3

Se obtienen estas figuras. Como vemos el hecho de obtener dos soluciones para 1/2, para 1/3  y para 1/4 nos hace  ampliar la significación simbólica y nocional de las fracciones estudiadas hasta este momento.

Hemos avanzado en el hecho de que  1/2 ; 1/4 y 1/3 se aplican a situaciones donde tenemos partes superponibles entre ellas, y tales que su yuxtaposición es superponible a una figura dada donde esta escrito 1.

3 Actividad sobre una segunda estructura isomórfica.

3.1 Una estructura de fracciones a partir de discos de mismo radio

Material:  discos en papel cartón de 6cm de radio; todos de color blanco; (una docena por alumno). Los discos son proporcionados por el docente.

Comentario: En algunas presentaciones de la noción de fracción, los autores parten de la observación de una imagen de un disco, en el cual se han dibujado sectores angulares. Se les dice a los alumnos mostrándoles un símbolo fraccionario, por ejemplo1/4, que cada sector es un cuarto del disco. Para mi gusto la simplicidad de la presentación con bandas es superior y lo que es capital : el símbolo 1/4 representa isomórficamente una acción directamente experimentada por cada alumno y no una simple observación pasiva..

Otro motivo fundamental de haber partido de las bandas y no de los discos es que, la yuxtaposición de bandas conduce siempre a obtener una banda. Por ejemplo cuando estudiemos 3/4+3/4 con las bandas obtendremos una banda de 6/4 . En cambio 3/4 de un disco sumado a 3/4 de un disco no conduce a una operación directamente experimentable afín de obtener un nuevo disco que corresponda a 6/4, ya que 6/4 de un disco no es geométricamente un disco.

Lo que nos interesa aqui es de hacer trabajar los alumnos con una actividad que va a ser asimilada a la estructura de fracciones que viene de ser abordada con las bandas.

primer curso

a) primera fase

Proponemos de realizar por medio de un plegamiento y recorte dos partes de un disco superponibles entre ellas y tales que yuxtapuestas formen una superficie superponible a un disco entero.

Esta es una actividad fácil de realizar; es así que los alumnos obtienen dos demi-discos. Escribimos entonces 1 sobre un disco entero y les pedimos  que escriban la fracción respectiva sobre cada demi-disco. Se escribe entonces 1/2 sobre cada demi-disco orientando la escritura hacia el centro y en recto-verso; esto es afín de obtener dos demi-disco perfectamente "idénticos". Como se ve aquí,  los alumnos utilizan la estructura precedentemente introducida de las fracciones en una situación isomórfica.

b) segunda fase

Se les pide de plegar un disco afín de obtener partes sobre las cuales podamos escribir 1/4

Los alumnos realizan el plegamiento en dos y luego aún en dos y obtienen cuatro cuartos de disco. se escribe entonces 1/4, siempre orientado hacia el centro del sector de disco. Se comprueba aquí que también obtenemos que 1/4 es 1/2 de 1/2, que 1/4+1/4=1/2 Es decir que ponemos en evidencia el morfismo con la actividad de las bandas que justifica el hecho que se la pueda representar con el mismo sistema simbólico.

c)tercera fase

Les proponemos de fabricar tres partes superponibles entre ellas y tales que yuxtapuestas formen una superficie superponible a un disco entero.

Se analiza el modo como había sido resuelto el problema isomórfico con las bandas.Vemos que se había efectuado una división por 3 Aquí tenemos una dificultad ya que los alumnos no están habituados en Francia a utilizar el "semicírculo" para medir ángulos. Para nosotros se debería trabajar justamente a propósito de la utilización de las fracciones como 1/3 de un disco la utilización del "rapporteur" para medir los ángulos . Una solución es de utilizar el problema de 1/3 del triangulo equilátero, para que, geométricamente se obtengan los sectores de disco sobre los cuales podamos escribir 1/3. Otra solución que no nos satisface completamente es con la ayuda de una cuerda, no muy gruesa, entornar un disco, superponible a los otros, construido en madera con un espesor suficiente para permitir la manipulación. Luego se mide el largo (en milímetros), de la cuerda hasta la marca y se calcula por medio de una división por 3 .

Comentario: como los discos son de 6cm de radio, la circunferencia no mide un número entero y múltiplo de 3. Este obstáculo hace que en el momento de las medidas de la cuerda de hilo se sugiera a los alumnos la medida de 378mm que es la aproximación múltiplo de 3, mas cerca en mm. Como lo están viendo lo importante aquí es que los alumnos realicen los tres sectores de disco con acciones que se desarrollan en gran parte dentro del sistema simbólico matemático.

Se marcan dos rayitas sobre la cuerda, luego vuelve a enrular la cuerda sobre el disco y se marcan tres rayitas sobre el disco de madera, (esto es realizado por el docente con la ayuda de un alumno asistente). Se utiliza luego el disco de madera como patrón para que cada alumno trace las tres rayitas sobre su disco en cartón. Luego se realizan los tres sectores y se constata luego de recortarlos que son todos superponibles entre ellos. Se escribe entonces 1/3 sobre cada sector . Nosotros preferimos la realización geométrica a partir de un triangulo equilátero inscrito en el circulo de cada disco.

Se procede siguientemente a la verificación de  relaciones conocidas en la actividad de las bandas:

por ejemplo,

1/4+1/2 es lo mismo que 1/4+1/4+1/4

1/2>1/3

4 Actividad dentro de la estructura simbólica de las fracciones

4.1 Hacia las operaciones de suma de fracciones

Primer curso

a)
primera fase

Partimos aquí del hecho que los alumnos han bien integrado que 1/2+1/2=1 , que 1/3+1/3+1/3=1 , que 1/4+1/4+1/4+1/4=1

Vamos a estudiar aquí  1/3 + 1/3 

Este es para nosotros un buen ejemplo de problema didáctico.

Seria muy fácil de escribir directamente dentro del sistema simbólico que 1/3+1/3=2/3

Pero si lo hacemos así, estamos rompiendo el 'contrato didáctico" con nuestros alumnos. 

En efecto lo que llamamos "contrato didáctico", consiste a:  implícitamente no escribir un símbolo que no haya tomado su significado en una "acción directamente experimentable" y experimentada por cada alumno. Aquí no ha habido todavía, ninguna acción que nos indique porqué 1/3+1/3 debe escribirse como 2/3.

Para resolver este problema de didáctica de la matemática, debemos partir del significado que poseen los alumnos del símbolo fraccionario. Se ha estudiado hasta ahora las fracciones del tipo 1/m , donde m es un entero natural. El significado de 1/m es que tenemos 1 banda blanca superponible a m bandas yuxtapuestas y a su vez superponibles entre ellas. les presento aqui nuestra solución didáctica.

Les solicitamos a los alumnos que presenten sobre el pupitre las bandas blancas 1. Les damos bandas violetas como hemos hecho con la fabricación de las otras bandas y les pedimos que fabriquen bandas sobre las cuales se pueda escribir 1/3+1/3.

Los alumnos no tienen ninguna dificultad para obtener estas bandas violetas sobre las cuales escribimos en una de sus caras 1/3+1/3 . Haciendo esto estamos respectando nuestro contrato didáctico, ya que los alumnos realizaron la acción respectiva a esta suma.

Les pedimos  que den vuelta las bandas violetas y que se sirvan de las blancas también para resolver la pregunta siguiente:

Cuantas bandas blancas y cuantas violetas se necesitan para obtener por yuxtaposición dos bandas superponibles ?

Es aquí que los alumnos obtienen que 2 bandas blancas y 3 bandas violetas conducen a la solución de la pregunta. Es así que se escribe de este otro lado de las bandas violetas el símbolo 2/3 , aprovechando para recordar que por encima del símbolo / se escribe la cantidad de bandas blancas y por debajo de / la cantidad de bandas violetas. Aquí también  hemos conservado el mismo "contrato didáctico" , ya que 2/3 fue obtenido a partir de una manipulación con las bandas ,análoga a las precedentes.

El momento crucial ha llegado : los alumnos dicen que 1/3+1/3 es la misma banda que 2/3, y entonces se justifica que podamos escribir que

1/3+1/3 = 2/3  

También es muy importante este momento para reflexionar sobre el hecho que 1/3+1/3 es "dos veces 1/3" es decir que como 1/3+1/3 es 2x1/3 , podemos afirmar que 2x1/3 = 2/3 En esta parte nos hemos apoyado en los conocimientos de la multiplicación en tanto que suma de términos iguales.

b) segunda fase

Proponemos aquí partiendo del sistema simbólico que los alumnos fabriquen bandas de color marrón claro sobre las cuales podamos escribir 3/4

Los alumnos utilizan implícitamente el morfismo subjacente y para construir 3/4  yuxtaponen 1/4+1/4+1/4 Una vez que han fabricado de esta manera 3/4 se les pide de verificar que 3 bandas blancas son superponibles a 4 bandas marrón claro.

c)tercera fase

Pasamos a un trabajo hecho exclusivamente dentro del sistema simbólico

Afín de realizar las sumas:

1/5+1/5

1/5+1/5+1/5

1/3+1/3+1/3+1/3

y muchas mas sumas de fracciones de mismo denominador

Comentario: aunque los alumnos trabajen dentro del sistema simbólico, ellos tienen, en cantidad suficiente, imágenes mentales con bandas o discos para validar las igualdades obtenidas. Por ejemplo 1/4+1/4+1/4+1/4=1 es fácil de comprender , pero nos parece demasiado pronto de escribir la fracción 1/1

Comentario: hemos reflexionado con los alumnos a las fracciones superiores a 1 dentro de la estructura de las bandas. Ya lo hemos dicho que con las bandas yuxtapuestas se obtiene una banda del mismo largo, pero con los discos no obtenemos discos cuando trabajamos con dos sectores que corresponden a dos fracciones de suma superior a 1. Es así que la yuxtaposición de bandas corresponde isomórficamente a la suma de fracciones pero con los sectores no obtenemos un morfismo con las acciones directamente experimentables. El morfismo que utilizamos es el que va del sistema simbólico de fracciones establecido con las bandas hacia un sistema de sectores de disco. Le suma de sectores es entonces mas difícil. Es por ello que la hemos propuesto después de haber instalado la estructura fraccionaria con las bandas. Es así que, por ejemplo cuando nos referimos a 3/2 como un disco y una mitad de disco reunidos, nos servimos de la estructura de fracciones estudiada antes para darle sentido a la imagen de 3/2 de disco.

A continuación les proponemos algunas actividades que pueden realizarse dentro de la progresión de los aprendizajes de la noción de fracción

I)

proponemos el problema siguiente :

Cuantas bandas 3/4 yuxtapuestas y cuantas bandas 1/2 yuxtapuestas se necesitan

para obtener el mismo largo con las bandas 3/4 que con las bandas 1/2 ?

los alumnos constatan que 3/4+3/4 es lo mismo que 1/2+1/2+1/2

y como ellos saben que 3/4+3/4=6/4 y que 1/2+1/2+1/2=3/2 escriben que 

6/4=3/2

también verbalizan diciendo que 2 veces 3/4 es igual que 3 veces 1/2

luego buscamos otras igualdades construidas de esta manera

por ejemplo: 3 veces 2/3 es igual que 2 veces 1 y escriben que 6/3=2

Se pasa a un trabajo dentro del sistema simbólico para validar aún las igualdades encontradas

y para reforzar el aprendizaje simbólico.

Por ejemplo:

3/4 + 3/4 es lo mismo que

(1/4+1/4+1/4) + (1/4+1/4+1/4) y como sabemos que 1/4+1/4=1/2

podemos efectuar

(1/4+1/4) + (1/4+1/4) + (1/4+1/4)

es decir

1/2 + 1/2 +1/2

que da como resultado 3/2

comentario : es etapa no excluye que los alumnos que presentan un poco de dificultad con los paréntesis podrán servirse de las bandas para validar sus cálculos simbólicos.

II)

Se trata aquí algunos problemas mas difíciles, pero siempre con la posibilidad para los alumnos de servirse de las bandas para comprender los cálculos.

por ejemplo:  cuantas veces 2/3 y cuantas veces 3/4 para obtener una igualdad ?

Con las bandas se encuentra que 9 veces 2/3 es lo mismo que 8 veces 3/4

Dentro del sistema simbólico tenemos

2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3  =  3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4

los alumnos saben sumar fracciones de mismo denominador, es así que obtienen

18/3  =  24/4

a su vez saben que 3/3 es igual a 1 y que 4/4 también es igual a 1

lo que les permite comprobar que 18/3=6 y que 24/4=6 

comentario : es etapa no excluye que los alumnos que presentan un poco de dificultad con los paréntesis podrán servirse de las bandas para validar sus cálculos simbólicos.

II)

Se trata aquí algunos problemas mas difíciles, pero siempre con la posibilidad para los alumnos de servirse de las bandas para comprender los cálculos.

por ejemplo:  cuantas veces 2/3 y cuantas veces 3/4 para obtener una igualdad ?

Con las bandas se encuentra que 9 veces 2/3 es lo mismo que 8 veces 3/4

Dentro del sistema simbólico tenemos

2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3+2/3  =  3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4+3/4

los alumnos saben sumar fracciones de mismo denominador, es así que obtienen

18/3  =  24/4

a su vez saben que 3/3 es igual a 1 y que 4/4 también es igual a 1

lo que les permite comprobar que 18/3=6 y que 24/4=6 

5 Actividad con una tercera correspondencia mórfica con la estructura de las fracciones

Primer curso

a) primera fase

Material: Frascos idénticos y cilíndricos, regla graduada, agua coloreada en cantidad suficiente

Con los frascos idénticos proponemos de tomar uno de ellos, de trazar una raya azul a una altura determinada de un líquido, (agua coloreada), de escribir 1 sobre este frasco. Luego proponemos el siguiente problema :trazar en otro frasco una raya roja de manera que podamos escribir 1/2 

Esta situación sirve para utilizar la estructura de las fracciones para estructurar isomórficamente un sistema de volumenes de líquido contenido en frascos idénticos y cilíndricos.  

Los alumnos proponen de medir la altura del primer frasco hasta la raya azul , de dividir por dos esta medida, (en mm) y luego de trazar la raya roja en el segundo frasco. 

Es importante que los alumnos estén bien convencidos que si fabricamos dos frascos 1/2 , entonces cuando tomemos el primer frasco 1 , con liquido hasta la raya azul y volquemos este liquido en cada frasco 1/2 verificaremos que con un frasco 1 obtendremos dos frascos 1/2

b) segunda fase

Se reflexiona a igualdades entre los frascos

2 frascos "rojos"  = 1 frasco "azul"

4 frascos "rojos"  =  2 frascos "azules"

6 frascos "rojos"  =  3 frascos "azules"

presentamos las igualdades en forma de matriz

"azules" 1   2   3   4   5   6   7    8

"rojos"   2   4   6   8  10 12 14  16

Se hace verbalizar esta  correspondencia explicando que dos "rojos" por un "azul" corresponde a decir que el "rojo" es la mitad del "azul" lo que se escribe con la fracción 1/2, pero también podemos escribir 2/4 o bien  3/6 o bien 4/8 o bien 5/10

Los alumnos reencuentran las igualdades

1/2=2/4=3/6=4/8=5/10%85

Comentario: aquí los alumnos trabajan sobre uno de los aspectos estructurales de las fracciones que representan el mismo número racional. Se trata de una co-variación proporcional. Es decir una función lineal o un isomorfismo aditivo

por ejemplo:

1 tiene por imagen 2

2 tiene por imagen 4

3 tiene por imagen 6

el isomorfismo aditivo se verifica:

1+2=3 y  la imagen de la suma 1+2 , es decir la imagen de 3  es 6. Y el número 6 es igual a la suma de las imágenes de 1 y de 2 es decir 2+4 . Los matemáticos dicen que "la suma de las imágenes es la imagen de la suma"

Las estructuraciones proporcionales con las bandas o con los frascos refuerzan la noción de fracción. Toda otra estructuración de tipo proporcional con números enteros es bienvenida para trabajar la estructura de las fracciones.

6 Actividad de utilización de correspondencias mórficas con la estructura de las fracciones

Primer curso

a) primera fase

Hemos suficientemente trabajado con tres estructuras mórficas con la estructura de las fracciones para poder proponer aplicaciones variadas.

por ejemplo:

Sea una varilla  de 240cm calcular el largo de una segunda varilla que sea 1/4 del largo del de  la primera.

Luego calcular el largo de una tercera varilla que sea 3/4 del largo del de la primera.

Este problema es tal que las dos etapas sirven a fijar las bases de un procedimiento: para calcular 3/4 se comienza por calcular 1/4 ,dividiendo por 4 y enseguida multiplicamos por 3

Proponemos otros ejemplos variados:

2/3de 24 litros

2/5 de 20kg 

3/10 de 100km

etc.

b) segunda fase

Proponemos cálculos en los que se pueda utilizar dos procedimientos.

Por ejemplo:

Cuantos cm se obtienen con 1/2 de 1/3 de 36cm ?

aquí se procede a calcular 1/3 de 36, es decir 36:3=12 y luego 1/2 de 12 es decir 12:2=6

y también recordamos que la mitad de un tercio corresponde a 1/6 lo que conduce al mismo resultado 36:6=6

Otros ejemplos refuerzan el aprendizaje de esta propiedad

1/2 de 1/2 de 40 litros es lo mismo que 1/4 de 40 litros

también se reflexiona con el ejemplo  de 36cm sobre el hecho que 1/2 de 1/3 es lo mismo que 1/3 de 1/2  

comentario : estas actividades preparan la estructura multiplicativa de las fracciones y contribuyen a la construcción de la multiplicación de las fracciones. 

También estos cálculos serán muy útiles cuando se estudien los números decimales. Ello permitirá a los alumnos de validar sus cálculos con la ayuda del isomorphismo entre las fracciones decimales y los números decimales escritos en base 10

Por ejemplo:

1/2 x 1/2  = 1/4

0.5 x 0.5  = 0.25 

Como les decíamos nuestra progresión sobre los números decimales se basa en los conocimientos sobre las fracciones, esto nos lo gustaría divulgar en otra oportunidad. Pasaremos a continuación a escribir sobre la otra parte de nuestra conferencia, a la cual le consagramos menos tiempo, ya que formaba parte de nuestro trabajo de taller.

UN EJEMPLO EN GEOMETRÍA A PARTIR DE UNA ACTIVIDAD DE CONSTRUCCIÓN EN UN CUADRADO TRONCADO

7  También dentro del aprendizaje de la geometría se elaboran sistemas de representación de las acciones directas que permiten anticipaciones . Se trata de sistemas de propiedades geométricas, que se inscriben también dentro de una progresión de los aprendizajes geométricos. En el articulo sobre nuestro taller de geometría les presento algunos puntos fundamentales. A continuación un ejemplo de anticipación en geometría.

Material : hojas fotocopiadas en donde se ve dibujado una parte de un cuadrado

a) primera fase

Se le distribuye a cada alumno una hoja de formato A4 en donde se ve dibujado una parte de un cuadrado ABCD La parte no visible corresponde al vértice B y una parte de los lados [AB] y [BC] que está fuera de la hoja

Se les dice que se trata bien de una parte de un cuadrado ABCD y que queremos trazar la parte visible de la diagonal [DB], ello con la obligación de que todo trazado debe ser efectuado dentro de la hoja.

b) segunda fase

Los alumnos presentan sus distintas soluciones para que sean analizadas en el grupo entero.

Es aquí en donde se trabajan las propiedades del cuadrado. 

Por ejemplo : como las diagonales se interceptan en un punto que es el punto medio de cada una , entonces es suficiente de trazar con la regla graduada el punto O, medio de  [AC] y luego con el borde de la regla se traza la parte visible de la diagonal [DB] a partir de los puntos D y O

Otro ejemplo : como las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entonces es suficiente de deslizar uno de los lados del ángulo recto de la escuadra sobre la diagonal [AC], hasta que el otro lado del ángulo recto pase por el punto D, luego trazamos una parte de la diagonal [BD]

Otro ejemplo : como cada diagonal es una bisectriz de dos ángulos rectos del cuadrado es suficiente de trazar una parte de la bisectriz del ángulo recto de vértice D . Esta construcción puede ser hecha con el compás y la regla , también con el semicírculo graduado y la regla.

Es muy importante aquí, que los alumnos verbalizen sus explicaciones al mismo tiempo que construyen en el pizarrón y sus camaradas en su cuaderno. Como vemos uno de los sistemas mórficos en geometría es el verbal. Es decir que cuando se trata de verbalizar, por ejemplo, una construcción geométrica, se esta realizando por intermedio del lenguaje, la serie de etapas de la construcción.

c) tercera fase

Se trata aquí de autorizar a los alumnos a pegar un pedazo de hoja para completar , en otro color el cuadrado ABCD y verificar que la parte trazada es bien una parte de la diagonal [DB]

d) cuarta fase

En esta fase se propone de construir una parte de la diagonal [BD] de un cuadrado ABCD del cual solo vemos una parte del ángulo recto de vértice D pero los vértices A, B y C son inaccesibles

El objetivo es que se seleccione entremedio de las construcciones precedentes aquella que sea pertinente.

Los alumnos proponen la construcción que se basa en la propiedad de la bisectriz del ángulo recto.

Comentario : este trabajo con las figuras troncadas e incompletas es de una riqueza pedagógica muy grande. Aquí le he presentado nada mas que un sólo ejemplo con el cuadrado, que es una de las figuras mas familiares de nuestros alumnos.

8 Conclusiones

Les he presentado aquí una secuencia de introducción a la noción de fracción. Dentro del marco de esta intervención no podemos materialmente desarrollar otras actividades ; por ejemplo sobre  otras operaciones, lo mismo que sobre la relación de orden, sobre la densidad , etc. El aprendizaje de las fracciones comienza en el tercer ciclo de la primaria y continua en el ciclo básico del secundario. Lo importante es que los alumnos hayan accedido a esta noción a partir de actividades que partan de "acciones directamente experimentables" y que poco a poco se construya un sistema simbólico que represente claramente su estructuración. Es así que a medida que se tratan problemas isomórficos las acciones se realizan cada vez mas dentro del marco del sistema simbólico, lo que permite de anticipar los resultados directos. El alumno se familiariza con los símbolos matemáticos y con su significado a través diferentes isomorfismos, al punto que la estructura simbólica de las fracciones se transforma en objeto de estudio en si mismo, pero siempre dentro de problemas donde exista la posibilidad de validar sus cálculos por diversos medios y sin olvidar los problemas de la vida cotidiana en donde se le aplica.

Este ejemplo didáctico no es exclusivo de las fracciones. Por el contrario en el aprendizaje de la matemática debemos situar a nuestros alumnos dentro de actividades que les permitan partir de "acciones directamente experimentables", y así construir estructuras formalizadas de conocimiento matemático que les permitan anticipar resultados.

Es así que en geometría, a partir de las acciones directamente experimentables  con los instrumentos de trazado, se va formando un sistema formal de propiedades de las distintas figuras. Es cuando el alumno utiliza las propiedades para anticipar una construcción y que esta seguro de su resultado, sin por ello tener necesidad de verificarlo experimentalmente, que la geometría presenta toda su razón de ser.

Es por ello que recomiendo las actividades en las que se proponen problemas de construcción, a partir de figuras troncadas con partes inaccesibles. Como las que les he presentado con un cuadrado troncado.
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