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I) Transposition didactique
 Nous allons dans cette partie mettre en, évidence l’utilité du modèle théorique de Chevallard connu sur le nom de ‘transposition didactique ».
Exemple 1 de « transposition didactique »

Les fractions du point de vue « savant » ont une structure qui est représentée pour les mathématiciens dans un langage symbolique soit par ses propriétés formelles.

Soit A un anneau intègre, c'est-à-dire que ab = 0 équivaut à a=0 ou b=0
En théorie des anneaux, le corps des fractions d'un anneau commutatif intègre A est le plus petit corps (à un isomorphisme près) contenant A.

Sa construction est une généralisation à un anneau de la construction du corps des rationnels à partir de l'anneau des entiers relatifs. Appliqué à l'anneau des polynômes, il permet la construction de son corps des fractions rationnelles

	· 


On définit sur E = A × A* deux lois internes et une relation d'équivalence compatible avec ces deux lois.

· une addition : pour tout (a , b) et (c , d) de E , (a , b) + (c , d) = (ad + cb , bd) 

· une multiplication : pour tout (a , b) et (c , d) de E, (a , b) . (c , d) = (ac , bd) 

L'existence de ces deux lois est fortement subordonnée au fait que l'anneau soit intègre car il faut pouvoir y définir bd. Ces deux lois sont bien

· internes 

· commutative car ad + cob = cob + ad et bd = db . On voit ici l'importance de prendre un anneau commutatif. 

· associatives 

mais les éléments n'y sont pas toujours inversibles ni pour +, ni pour . . De plus, la multiplication n'y est pas distributive pour l'addition.

La relation ~ définie par (a , b) ~ (c , d) ssi ad = bc est bien symétrique, réflexive et transitive (car l'anneau est intègre) . On montre aisément qu'elle est bien compatible avec les deux lois.

On appelle alors [image: image1.png]


la classe de (a , b). On remarque alors que, pour tout c non nul,

[image: image2.png]


(propriété reconnaissable de la simplification de fraction) 

On peut alors définir, sur l'ensemble des classes d'équivalence, les deux lois induites par les lois précédentes. Elles conservent leur propriétés précédentes mais gagnent en outre

· la distributivité car 
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(par simplification par f ) 
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· Les éléments neutres pour les deux lois car 

[image: image5.png]
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· les éléments inversibles car 

· [image: image7.png]


élément neutre pour l'addition 

· pour tout a non nul, [image: image8.png]


élément neutre pour la multiplication 

L'ensemble ainsi construit devient alors un corps commutatif noté K(A)
On peut aussi faire une autre « transposition didactique »
Exemple 2 de « transposition didactique »

En théorie des anneaux, le corps des fractions d'un anneau commutatif intègre A est le plus petit corps (à un isomorphisme près) contenant A.

Dans ce dernier exemple on voit que le public visé est celui des mathématiciens de degré universitaire.

Exemple 3 de « transposition didactique »
Les fractions du type ½   1/3    ¼     1/5 correspondent à des « parts de gateau » accompagnées d’une image.

 Opérations sur les fractions
En Sixième, tu as sans doute déjà additionné, soustrait ou multiplié deux fractions. Il s'agissait alors de fractions sur 10, 100 ou 1000.
Le traitement que tu réservais à ces fractions décimales, nous allons l'étendre à toutes les autres. Et à la fin, nous les combinerons...
 

Additionner et soustraire deux fractions.
Ce premier 
Comme nous allons le voir, additionner deux fractions revient à ajouter des parts de gâteaux.
Pour bien comprendre et analyser le phénomène, nous allons devoir envisager deux cas de figure.
· Les deux fractions ont même dénominateur.
Par exemple, additionnons les fractions  [image: image9.png]N



et  [image: image10.png]N



.
  
	[image: image11.png]1 2dynyg sod 20y




	Parlons tout de suite de ce qu'il ne faut pas faire ! 

Certains petits malins diront certainement que pour additionner deux fractions, il suffit d'ajouter séparément leurs numérateurs et leurs dénominateurs !
En clair, ils feront la bêtise suivante : 
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C'est une belle ânerie car 0,25 + 0,5 est égal à 0,75. Et non à 0,375 !
Donc ce n'est certainement pas ainsi qu'il faut faire ! 


· Envisageons les choses de manière plus gastronomique !
Rapportées à un gâteau rond partagé en quatre parts, la fraction  [image: image13.png]N



  représente une part et  [image: image14.png]N



  correspond à 2 parts.
Comme nous devons faire une addition, additionnons les parts !
Nous avons donc la situation suivante : 

· [image: image15.png]1 quart 2 quarts 3 quarts




· Inspirons-nous de cet exemple gourmand.
La bonne manière d'additionner les fractions  [image: image16.png]N



  et  [image: image17.png]N



  est donc :

· [image: image18.png]



· Comme [image: image19.png]


est égal à 0,75 , nous avons donc trouvé le bon résultat !
Nous savons désormais comment additionner (et même soustraire) deux fractions ayant le même dénominateur. 
  
	Règle 1 : additionner (ou soustraire) deux fractions ayant le même dénominateur.
Pour calculer la somme (ou la différence) de deux fractions ayant le même dénominateur : 

· on additionne (ou on soustrait) les deux numérateurs. 

· on conserve leur dénominateur commun. 

Autrement écrit : 
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· Cette règle est certes utile mais que se passe-t-il lorsque les deux fractions n'ont pas le même dénominateur ?
C'est l'objet du cas suivant. 
  
  

· Les deux fractions n'ont pas le même dénominateur.
Par exemple, additionnons les fractions  [image: image21.png]N



  et  [image: image22.png]


.
Représentons pâtissièrement cette addition :

[image: image23.png]



A quelle fraction correspond la part totale ? Voilà la question !
Les quarts et les tiers ne s'additionnent pas facilement même lorsqu'il s'agit de parts de gâteau !
La seule chose que nous savons faire est d'additionner deux fractions ayant le même dénominateur.
Nous allons donc mettre les fractions  [image: image24.png]N



  et  [image: image25.png]


  sur un même dénominateur.
Parmi les dénominateurs communs possibles, il y a 12, 24, 36...
Nous choisissons le plus simple d'entre eux qui est 12. 
  

	[image: image26.png]
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La situation vient donc évolué : au lieu d'additionner des quarts et des tiers, nous additionnerons des douzièmes...
  

[image: image28.png]A
%

DA__VM
Y





 
La bonne manière d'additionner les fractions  [image: image29.png]N



  et  [image: image30.png]


  est donc :

[image: image31.png]



 
Pour additionner (ou soustraire) deux fractions n'ayant pas le même dénominateur, il suffit de leur trouver un dénominateur commun. D'où la règle suivante :
  
	Règle 2 : additionner (ou soustraire) deux fractions ayant des dénominateurs différents.
Pour additionner (ou soustraire) deux fractions n'ayant pas le même dénominateur : 

· on les met sur un même dénominateur. 

· puis, on les additionne (ou on les soustrait) en utilisant la règle 1. 


Nous savons désormais comment additionner ou soustraire deux fractions grâce à nos deux règles. Mais rien ne remplace la pratique !
C'est l'objet du prochain paragraphe.
 

 

Addition ou  soustraction particulières.
Dans le précédent paragraphe, nous avons vu et expliquer les règles qui permettent d'additionner et de soustraire deux fractions.
Dans ce paragraphe, nous allons la mettre en pratique sur deux exemples particuliers.
	Exemple 1
	Exemple 2


  

	Exemple 1 : le plus petit dénominateur commun.
Effectuons l'opération [image: image32.png]


.
Pour soustraire ces deux fractions, il faut au préalable leur trouver un dénominateur commun.
Certains diront que leur dénominateur commun est  48 = 8 × 6.
C'en est un mais ce n'est pas le plus simple !
Le plus simple est 24  car   24 = 8 × 3   et    24 = 6 × 4. 

 [image: image33.png]



Nous aurions pu faire le calcul en choisissant pour dénominateur commun 48 mais ils auraient été un peu plus compliqués... 

	Exemple 2 : additionner un entier et une fraction.
Par exemple, effectuons l'opération [image: image34.png]343
7



.
Là, il y en a qui vont dire : "Additionner deux entiers, on sait faire. Additionner des fractions, on sait faire. Mais additionner un entier et une fraction, on ne sait pas faire ! 

Erreur car un entier est une fraction qui s'ignore ! En effet, [image: image35.png]


.
A partir de là, nous savons faire !
[image: image36.png]Un émiier a7F mria Faation.




Ce que nous avons fait pour l'entier 3 peut être refait pour n'importe quel nombre décimal car un décimal est lui aussi une fraction qui s'ignore.


 

 

Multiplier deux fractions.
Contrairement à l'addition et à la soustraction, les fractions se passent très bien le cap de la multiplication. Peut-être est-ce parce que une fraction est avant tout une division... 

  

	Règle : multiplier deux fractions.
Le produit de deux fractions est la fraction dont : 

· le numérateur est le produit des deux numérateurs des deux facteurs. 

· le dénominateur est le produit des deux dénominateurs de deux facteurs. 

Autrement écrit :
[image: image37.png]=l o

alo

a

xc

3

~d






Ainsi par exemple :

[image: image38.png]ou 232 ipu10
3%





Nous savons multiplier deux entiers ou deux fractions. Mais qu'en est-il de la multiplication d'une entier par une fraction ? 

	Le problème : multiplier un entier et une fraction.
Par exemple, effectuons la multiplication  3 × [image: image39.png]


.
A l'opération près, c'est l'exemple 2 du précédent paragraphe.
Nous avions usé alors d'une grosse astuce en disant que l'entier 3 était aussi la fraction [image: image40.png]


.
Réutilisons cette astuce... 

[image: image41.png]Un émiier a7F mria Faation.




Une remarque : Si l'on regarde bien ce qui a été fait, on observe que :
· on a multiplié le numérateur 2 par l'entier 3. 

· on a conservé le dénominateur 7. 

C'est l'application de la règle :
[image: image42.png]





 

 

Des additions, des soustractions et des multiplications : la totale !
Dans une expression, il est possible d'avoir trois fractions, une addition et une multiplication. Par exemple, nous pourrions être amené à calculer  [image: image43.png]


.
Point de panique car ce genre de calculs, nous savons les faire. C'est juste une histoire de priorités opératoires.
Voyons comment marchent les choses avec deux exemples :
· Calculons [image: image44.png]


.
Cette expression se compose d'une addition et d'une multiplication. Cette dernière est prioritaire sur la première. Le calcul commencera donc par la multiplication.
 
[image: image45.png]



  

· Calculons [image: image46.png]


.
La présente expression comporte une multiplication et une addition entre parenthèses. Nous devons en priorité nous occuper de ce qui est entre parenthèses.
 
[image: image47.png]



  

	Une remarque de présentation dans tes calculs : 
A l'issue d'un calcul, on s'arrange (et t'arrangeras) toujours pour donner la fraction la plus simple possible. C'est-à-dire celle ayant les plus petits numérateur et dénominateur possibles.




Cette page ainsi que la quasi-totalité des éléments et de la programmation qui la composent ou qui en dépendent, ont été conçus et réalisés par Jérôme ONILLON. 
Exemple 4 de « transposition didactique »

Numération
__________________________________________________________________________________________
2. Les fractions
__________________________________________________________________________________________
16. Fractions de même dénominateur. Comparaison. Addition. Soustraction
__________________________________________________________________________________________



Apprendre
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On peut additionner ou soustraire des fractions de même dénominateur.
Pour additionner ou soustraire deux fractions de même dénominateur, on additionne ou on soustrait les numérateurs, le dénominateur reste le même.


Exemple 1
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Exemple 2
[image: image50.jpg]Bicmes




Exemple 5 de « transposition didactique »
Par application du principe des morphismes dans l’acquisition des connaissances

Résumé  Dans l'acquisition des connaissances, l'élève doit toujours s'appuyer  sur des actions directement expérimentables, (structure A), afin d'aller vers la nouvelle structure (B), à apprendre. Cette nouvelle structure (B), prendra toute sa signification, d'une part, quand l'élève anticipera un résultat long à obtenir par les anciennes méthodes, (dans la structure A) et d'autre part, quand il utilisera cette correspondance entre (A) et (B), afin de résoudre d'autres problèmes de la même structure (A).  C'est-à-dire qu’un morphisme entre (A) et (B) est construit progressivement. Un morphisme est une correspondance entre deux structures A et B,  telle que toute opération réalisée entre deux éléments quelconques d’une structure correspond parfaitement à l’opération réalisée entre les éléments correspondants dans l’autre structure. On dit aussi que l’image du résultat d’une opération dans la structure A est le résultat de l’opération entre les images dans la structure correspondante B. Nous vous présentons à continuation une progression sur l’enseignement des fractions basée sur le principe énoncé précédemment.
L’enseignement des fractions basé sur, la loi de correspondance morphique de deux systèmes structurés, dans la formation des connaissances. 

Nous avons dit que dans l'apprentissage d'une notion, il faut ordonner les activités où celle-ci est présente, par un ordre qui tient compte de la difficulté à modéliser et représenter morphiquement les actions réalisées.

Pour réaliser un ordre, il faut absolument tenir compte des systèmes structurés, déjà acquis par les élèves, qui vont constituer le potentiel permettant un démarrage rapide de l'activité.

Dans les innombrables activités où les fractions constituent la structure qui modélise les actions, nous en avons trouvé une qui présente l'avantage de permettre aux élèves du cycle III de l'école primaire de réaliser facilement des actions directement expérimentables et de modéliser rapidement ces actions.    

Activité sur une correspondance morphique simple 

LES FRACTIONS

 II – 1  Les fractions, une structuration simple sur la comparaison des longueurs
 Matériel: bandes de papier découpées le long de feuilles A4, (« papier cartonné 120gr »), de différentes couleurs, blanc, rouge, jaune, vert,… ayant une largeur de 2,5cm  et comme longueur, celle de la feuille A4, (29,750 cm)

 II – 1.1    Première séance

a) première phase 

On découpe avec les élèves des bandes de couleur blanche de 12cm de longueur, dans les bandes de 29,750cm, fournies par l’enseignant. Pour cela ils investissent des connaissances géométriques: par exemple mesurer les 12cm sur chaque bord en partant de la gauche, tracer un trait sur chaque bord, ensuite un segment dont on vérifie à l'équerre qu'il est perpendiculaire aux bords de la bande. Il est important que chaque élève fabrique une dizaine de bandes blanches superposables.

b) deuxième phase

On donne aux élèves des bandes de couleur bleue avec la commande de fabriquer des bandes superposables entre elles et telles que deux bandes bleues juxtaposées dans le sens de la longueur forment une surface superposable à une bande blanche.

C’est à ce moment que l’enseignant schématise au tableau, la bande blanche toujours en haut. Il est important que les figures soient très précises et sans perte de temps. C’est ainsi que l’enseignant  préparera à l’avance des bandes agrandies, (par exemple les « blanches » de 5cm par 36cm) ; et il les fixera au tableau en prenant  soin de bien les aligner. Le schéma est important  car l’explication verbale est ainsi clarifiée.

Le schéma a pour l’instant une valeur géométrique, aucun symbole numérique n’est écrit

	


	
	


Pour fabriquer les bandes bleues, deux stratégies sont étudiées. Une qui consiste ,dans un premier temps , à découper une bande bleue superposable à une bande blanche ; ensuite la plier en deux parties de même longueur ,la couper et finalement vérifier qu'elles sont superposables entre elles et que juxtaposées, elles donnent une bande ayant la même longueur qu'une bande blanche.  Une autre stratégie consiste à mesurer 6cm à partir de la gauche et faire une procédure analogue à celle de la fabrication des bandes blanches.

Les élèves construisent ainsi, une dizaine de bandes bleues.

Ensuite on fait verbaliser les élèves pour qu'ils expliquent leurs constructions. Ceci est fait pour constater que les élèves effectuent bien un morphisme, entre les actions réalisées et les expressions utilisées. Par exemple si un élève dit qu'il a coupé en deux parties, on le fera réfléchir sur le fait qu'il a coupé en deux parties de même longueur ou superposables. C'est à ce moment qu'on introduit un système symbolique qui résume les actions réalisées.

Comme, pour 1 bande blanche il faut 2 bandes bleues, on écrira sur les bandes blanches  1 et sur les bandes bleues 1/2 .

	                                                                          1                                                                                       


                                                   1  « blanche » pour 2 « bleues »

	                                    ½                                                                       
	                                   ½                                            


On dit aussi qu'une bande bleue a  pour longueur la moitié de celle d'une bande blanche. Mais  aussi que deux bandes bleues réunies ont la même longueur que celle d'une bande blanche.  Quand un élève dit "deux bleues c'est pareil qu'une blanche" on le fait préciser pour qu'il explicite bien le sens de sa phrase. Le but est de le faire travailler le morphisme entre l'opération réalisée avec les bandes et l'opération respective dans la langue française.

c) troisième phase

On donne des bandes de couleur rouge et on demande à une partie des élèves de construire des bandes "rouges" superposables entre elles et telles que quatre bandes rouges juxtaposées dans le sens de la longueur donnent une longueur totale égale à la longueur d'une bande blanche. On demande aux autres élèves de construire des bandes de couleur rouge superposables entre elles et telles que deux "rouges" juxtaposées aient la même longueur que celle d'une bande "bleue".

Cette activité fait réinvestir les procédures précédentes pour les élèves qui travaillent avec les "bleues" et les "rouges", (pliage en deux parties superposables). Les autres élèves procèdent soit  par moitié de la moitié d'une "blanche", soit par deux pliages successifs ou encore par deux divisions successives 12:2=6 suivie de 6:2=3 ou d'une division 12:4=3

On constate que les deux groupes arrivent à des bandes "rouges" superposables.

On écrit sur les "rouges" le symbole qui indique que quatre bandes "rouges" juxtaposées ont la même longueur qu'une bande "blanche".

Dans cette partie on donne d’abord la parole aux élèves, (principe fondamental dans notre progression didactique). C’est ainsi  que certains élèves proposent comme symbole 4/1 et d’autres 1/4. Ceci permet de travailler sur la nécessité de  cohérence de tout système symbolique mathématique. On avait écrit 1/2 et alors, pour garder la même signification on écrira 1/4 . Ceci renforce le fait que le nombre 1 en haut de la barre / veut dire une bande « blanche » et celui d’en bas le nombre de bandes de l’autre couleur.  

On dira aussi que chaque "rouge" a pour longueur "un quart" de la longueur d'une "blanche".

Remarque : le fait que les élèves utilisent le  symbole 1/4 pour rendre compte de la relation entre les blanches" et les "rouges" montre que le système symbolique commence à devenir un système de signifiants qui sert à rendre compte de la structure fractionnaire des "bandes".

	                                                                           1                                                                                     


	                 1/4              
	                1/4                     
	               1/4                   
	                1/4                   


On fait verbaliser les élèves pour obtenir des affirmations qui soient en correspondance morphique avec  la structure mise en place.

"La "rouge" est de longueur moitié de la "bleue"

"La rouge est de longueur "un quart" de la longueur d'une "blanche" 

"La "bleue" est de longueur "une moitié" de la longueur d'une "blanche" 

Et une affirmation qui se produit au même niveau d'abstraction que le système symbolique:

"La moitié d'une moitié d'une longueur est égale au quart de cette longueur"

Cette dernière affirmation est réinvestie au niveau du système symbolique

On donne des longueurs "abstraites», par exemple 12cm; 24cm; 20cm; 8cm; 36cm et on demande de  calculer directement 1/4 , de calculer 1/2 de 1/2 et de présenter les calculs dans  un tableau.

Longueur donnée        1/4 de la longueur                 1/2 de  1/2de la longueur

          12cm                  12cm:4 = 3cm                     (12cm:2):2 = 6cm:2 = 3cm

          24cm                  24cm:4 = 6cm                     (24cm:2):2 = 12cm:2 = 6cm 

                        20cm                  20cm:4 = 5cm                     (20cm:2):2 = 10cm:2 = 5cm

                        8cm                     8cm:4 = 2cm                      (8cm:2):2 = 4cm:2 = 2cm

                        36cm                  36cm:4 = 9cm                     (36cm:2):2 = 18cm:2 = 9cm

Remarque : nous avons choisi des valeurs entières et multiples de 4 afin de rester chez les nombres entiers. On ne veut pas encore, traiter des calculs qui nécessitent des décimaux non entiers. Par contre, on convie les élèves à travailler sur la généralité de cette structure, par exemple on montre une tige en bois, (non pliable!) et, on demande aux élèves d'expliquer une procédure pour fabriquer une tige mesurant en longueur 1/4 de celle de la tige donnée.

On a placé volontairement les élèves sur le système des signifiants pour qu'ils l'utilisent comme un anticipateur des "actions directement expérimentables".

II – 1.2    Deuxième séance

a)première phase

Avec des bandes de couleur jaune on leur propose de réaliser de bandes sur lesquelles on puisse écrire 1/3 par rapport à la "blanche".

On est dans l'activité réciproque de celle de la première phase de la première séance. C'est ainsi qu'on demande aux élèves d'expliquer la consigne afin de s'assurer que le système symbolique fonctionne bien comme un signifiant.

Les élèves expliquent qu'il s'agit d'obtenir de bandes "jaunes" ayant la même longueur entre elles et telles que trois "jaunes" juxtaposées aient la même longueur qu'une "blanche".

On analyse avec les élèves la difficulté de réaliser la tâche par pliage et on conclut que le plus convenable est de diviser 12cm par 3. C'est ainsi qu'on fabrique des bandes de longueur 4cm . Ici, ils renforcent la relation fraction et l’opération de division, car c’est la division qui permet d’anticiper et de résoudre cette question. C’est fondamental que les élèves construisent leurs bandes, car les problèmes de construction amènent nos élèves à réaliser des procédés utilisant des calculs. En plus ils sont sûrs que les trois bandes sont identiques par construction.  On écrit sur chacune d'elles 1/3.

	                                                                         1                                                                                                


	                       1/3                            
	                       1/3                          
	                     1/3                            


Remarque : ici on a encore anticipé le résultat des actions directement expérimentables, (les pliages), par un calcul dans le système symbolique.

Il devient de plus en plus "concret", c'est à dire de plus en plus en fonctionnement autonome, comme un objet en soi.

b) deuxième phase

On se dirige vers des activités posées dans le système symbolique et résolues à travers le morphisme, dans le système des actions directement expérimentables.

On s'intéresse à des questions comme la relation d'ordre entre 1/2, 1/4, 1/3.

Pour répondre on utilise le morphisme avec les bandes "bleues", "rouges", "jaunes".   

Les élèves constatent que la bande 1/2 est de plus grande longueur que la bande 1/3 et celle-ci de plus grande longueur que la bande 1/4

On verbalise avant de passer au système symbolique sur cette relation constatée expérimentalement. Le but est de travailler sur des explications morphiques. Par exemple, si deux "bleues" ont la même longueur qu'une "blanche" et trois rouges ont la même longueur qu'une blanche alors une "bleue" est plus longue qu'une "rouge"; ou bien si on partage une "blanche" en trois parties égales on obtient une partie de plus petite longueur que si l’on partage la  « blanche » en deux parties égales.

On écrit alors que

1/3 < 1/2 , que 1/4 < 1/3 et que 1/4 < 1/2
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c) troisième phase

On continue de travailler sur le morphisme entre le système symbolique et celui des actions avec les bandes afin d'arriver à des égalités du type :

1/2 + 1/2 = 1

1/3 + 1/3 + 1/3  = 1

1/4 + 1/4 + 1/4 + 1/4 = 1

Aussi :

1/4 + 1/4 = 1/2

Toutes ces égalités sont validées avec les bandes et le morphisme.

On profite à ce moment de l'apprentissage de la richesse du système symbolique, qui devient de plus en plus autonome, pour étudier 1/5 sans construire des bandes respectives. Cette étape est importante dans la mesure où les élèves donneront des explications sans passer par des actions directes.

On pose la question : 1/5 sera-t-elle plus petite que 1/4,1/3, 1/2 ?

 Et la question : combien des bandes 1/5 auront la même longueur qu'une bande "blanche"?

On étudie de même les questions analogues pour 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10

Ce travail sert à la fois de support d'évaluation afin de constater que les élèves à ce stade, expliquent de plus en plus à l'intérieur du système symbolique.

Remarque : on voit à travers cette progression de l'apprentissage des fractions, la relation dialectique entre un "système des actions directement expérimentables" et un système de représentation symbolique. Au départ le système symbolique est très proche des actions et peu à peu il devient une structure autonome. C'est ainsi qu'on propose des activités à réaliser exclusivement dans le système symbolique, par exemple :

Soient 1/10 et 1/20 , écrire à l'aide du symbole < la plus petite à gauche et la plus grande à droite. Ou bien : soit 1/10  <  1/  , écrire un nombre qui va bien dans la place vide.

Dans ce dernier exemple il est important de trouver plusieurs solutions.

On peut aussi les ordonner de la plus petite à la plus grande.

III – Activité sur une deuxième structure morphique

II – 3   Une structure avec des disques

Matériel: disques en papier cartonné (120gr), de 6cm de rayon tous en couleur blanche, (une douzaine par élève); les disques sont fournis par l'enseignant.

Commentaire sur les décimaux: dans la suite des activités de notre progression, nous n'avons pas continué sur la construction de bandes pour fabriquer des bandes 1/5afin d'éviter de poser la division 12 :5 qui nous conduirait à des problèmes relatifs aux nombres décimaux ou bien à des changements d'unité, 12cm = 120 mm pour effectuer 102mm : 5 = 25mm  Par contre ce calcul sera très  utile comme un des  moyens de valider la structure des  nombres décimaux à travers des morphismes avec la structure des fractions. Une fois que les fractions et ses propriétés sont bien maîtrisées, par un autre morphisme ils trouveront, en partant des connaissances sur les fractions,  que 12 x 1/5 = 12/5, que ceci correspond au décimal 12 :5= 2,4 et d’autre part que  ceci correspond avec les décimaux à 12 x 0,2 = 2,4. Dans au autre article nous vous présenteront notre progression sur les décimaux à partir du morphisme avec le système symbolique des fractions. Les décimaux seront ainsi vus à travers le morphisme entre un système symbolique, (les fractions) et un autre système  symbolique, (les décimaux), plus pratique pour les calculs.

Exemples de schématisation symbolique du morphisme entre les fractions et les décimaux qui est notre choix didactique pour valider  avec nos élèves les nombres décimaux

	1/2
	+
	1/4
	=
	3/4

	↓    Division   1 :2=0,5   ↓
	
	↓ Division   1 :4=0,25  ↓
	
	↓  Division   3 :4=0,75  ↓

	0,5
	+
	0,25
	=
	0,75


	1/2
	-
	1/4
	=
	1/4

	↓    Division   1 :2=0,5   ↓
	
	↓ Division   1 :4=0,25  ↓
	
	↓  Division   1 :4=0,25  ↓

	0,5
	-
	0,25
	=
	0,25


	1/2
	x
	1/4
	=
	1/8

	↓    Division   1 :2=0,5   ↓
	
	↓ Division   1 :4=0,25  ↓
	
	↓  Division   1 :8=0,125  ↓

	0,5
	x
	0,25
	=
	0,125


	1/2
	:
	1/4
	=
	2

	↓    Division   1 :2=0,5   ↓
	
	↓ Division   1 :4=0,25  ↓
	
	↓  le décimal est 2

	0,5
	:
	0,25
	=
	2


Dans cette troisième séance on utilise un autre morphisme de la même structure des fractions avec une autre structure différente de celle des bandes.

La vertu de commencer par  l'activité avec des bandes réside dans la simplicité à la modéliser symboliquement. Cette simplicité ne se trouve pas immédiatement dans d'autres situations qui sont en morphisme avec la structure des fractions, comme celle des disques.

Le choix didactique est de trouver une autre situation un peu moins simple mais, qui soit rapidement assimilable, par morphisme, à la structure des fractions établie précédemment. Nous avons proposé une activité avec des disques superposables.

II – 3.1    Première séance
a) première phase

On propose de réaliser par pliage et découpage deux parties superposables entre elles et telles que juxtaposées forment une surface superposable à un disque. De même que pour les bandes l’enseignant présent un schéma au tableau.

Ceci est un pliage facile à réaliser. On obtient ainsi deux demi disques. On convient d'écrire 1 sur le disque et on demande aux élèves quelle sera la fraction à écrire sur chaque demi disque.

On écrit alors 1/2 sur chaque demi disque avec une orientation de l'écriture vers le centre du disque et en recto verso, ceci afin d'obtenir deux demi disques parfaitement "identiques".

Les élèves investissent la structure précédente des fractions car,  ils reconnaissent bien un morphisme.

b) deuxième phase

On demande de plier le disque pour obtenir des parties sur lesquelles on puisse écrire 1/4

Les élèves réalisent le pliage en deux et ensuite en deux  et ils écrivent après le découpage le symbole 1/4 encore bien orienté vers le centre du disque et en recto verso.

On profite pour vérifier que le quart de disque est la moitié du demi disque.

c)  troisième phase

On propose de découper en trois parties superposables entre elles et telles que juxtaposées forment un disque

Ici on suppose que nos élèves ont appris qu’un angle droit mesure 90°, qu’un angle plat mesure 180°, qu’un tour complet correspondant à 4 angles droits, mesure 360°, qu’un angle d’un triangle équilatéral mesure 60° et qu’il y a deux types d’équerre, l’une « la moitié d’un carré », avec des angles aigus de 45° et un autre type, « la moitié d’un triangle équilatéral » avec des angles aigus de 60°.

.

Trois possibilités didactiques s’offrent à l’enseignant.

1) Utiliser les quarts de disque et aussi la connaissance des angles de l’équerre du type 90° ;30° ;60° Par le calcul de 360° :3=120° on voit qu’il faut construire un angle de mesure  120° au centre d’un disque, (à partir de la somme de quatre angles, par exemple 30° +  30° + 30° + 30° ou bien  30° + 90° à l’aide de l’équerre). On voit qu’il est important de connaître la mesure en degrés de certains angles remarquables, dès l’école primaire. Cette possibilité est bien active pour les élèves, de même que celles que nous vous présentons par la suite.

Avec l’équerre utilisée quatre fois comme gabarit d’un angle de 30° pour obtenir un angle de 120°
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2) Il s’agit de construire un triangle équilatéral ABC à la règle et au compas, son cercle circonscrit et les trois rayons  et par la suite tracer un cercle de même centre et de rayon 6cm. Ensuite on utilise ce disque comme gabarit pour construire les trois secteurs 1/3 sur un autre disque superposable. 
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3) On utilise la rosace à six branches et l’hexagone régulier. On construit une rosace, un hexagone régulier, (pour profiter à fixer l’image de la rosace et l’hexagone régulier),  le cercle concentrique de 6cm de rayon et finalement les trois secteurs 1/3 
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Commentaire : dans cette séance on va de la signification du système symbolique vers les opérations respectives dans la structure fractionnaire des disques et secteurs.

On constate que le morphisme fonctionne bien et qu'on peut vérifier des relations "connues". Par exemple: 1/2 > 1/3 ; 1/3 > 1/4

On retrouve aussi que 1/4 +  1/2 c'est pareil que 1/4 + 1/4 + 1/4
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Changement des cadres et SITUATIONS-PROBLEMES

Ici nous avons changé de cadre pour la notion de fraction et les justifications deviennent plus géométriques. Plus loin quand nous travaillerons sur des cylindres et de volumes de liquide nous aurons encore un cadre différents  Le changements de cadres et les situations problèmes ont été étudiés par Régine Douady

Régine DOUADY a caractérisé ces situations-problèmes. Voici ces caractéristiques et leurs commentaires.

	CARACTERISTIQUES 
	COMMENTAIRES 

	1 - L'élève doit pouvoir s'engager dans la résolution du problème.

L'élève peut envisager ce qu'est une réponse possible du problème.

2- Les connaissances de l'élève sont, en principe, insuffisantes pour qu'il résolve immédiatement le problème.

3 - La situation-problème doit permettre à l'élève de décider si une solution trouvée est convenable ou pas.

 

 

 

 

 

4 - La connaissance que l'on désire voir acquérir par l'élève doit être l'outil le plus adapté pour la résolution du problème au niveau de l'élève. 
	1 - Il ne faut pas que les élèves restent "secs" sinon ils n'investiront pas leurs connaissances, ils ne pourront pas percevoir qu'elles sont insuffisantes.

2- Sinon, il n'y a pas d'acquisition nouvelle, il y a réinvestissement de connaissances anciennes (ce qui est évidemment utile, mais ce n'est pas l'objectif ici).

3 - Cette caractéristique est essentielle : une fois que l'élève a investi ces connaissances, il faut qu'il prenne conscience de leur insuffisance, sinon, d'après le principe d'économie, il ne les fera pas évoluer, il cherchera seulement à les adapter.

Cette insuffisance, c'est lui et lui seul qui peut en prendre conscience. Elle se constate par le fait que la réponse trouvée est fausse ou que la méthode utilisée est trop lourde.

4 - Cette condition est évidente compte tenu de ce qui a été dit précédemment, mais elle n'est pas toujours facile à obtenir. L'élève peut découvrir un outil qui s'avère adapté pour résoudre le problème, mais qui ne correspond pas à la connaissance visée.

Une analyse à priori du problème est nécessaire : "que va faire l'élève face au problème ?"

Les données du problème, le matériel que l'on met à sa disposition etc ... sont autant de variables qui risquent d'influencer les stratégies qu'ils vont mettre en place 


Exemple de variable

Si on demande aux élèves de réaliser un agrandissement du puzzle en leur donnant la dimension des pièces de départ et une dimension d'une pièce agrandie : on constate que le coefficient d'agrandissement joue un rôle important. Une valeur de entraîne l'apparition de procédure d'addition (+1 sur tous les côtés car on peut passer de 2 à 3 en ajoutant 1). Devant l'échec de la reconstitution du puzzle, l'élève est alors obligé de remettre en cause cette procédure. Ainsi les dimensions de côtés peuvent plus ou moins favoriser le recours à la proportionnalité.

Le coefficient d'agrandissement et dimension des côtés sont donc des variables.

La connaissance apparaît donc ici comme un outil indispensable et à ce moment, elle prend du sens pour l'élève.

Régine DOUADY propose pour cela la cinquième caractéristique :

	5 - Le problème peut se formuler dans plusieurs cadres entre lesquels on peut établir des correspondances (par exemple cadre physique, cadre géométrique, cadre graphique). R. DOUADY prend l'exemple suivant : parmi tous les rectangles de périmètre donné, quel est celui qui a l'aire maximale ? Ce problème est formulé dans le cadre géométrique. Il peut être aussi formulé dans le cadre graphique ou numérique.

Les correspondances entre ces cadres sont imparfaites. Les acquisitions des élèves sont différentes suivant ces cadres, ce qui favorise la construction de la connaissance. 
	3 - Cette construction n'est souvent pas aussi simple. Dans la pratique, pour certaines situations-problèmes, il nous arrive, après que les élèves aient perçu l'insuffisance de leur modèle, de les aider à construire le nouvel outil. Au bout d'un moment, le blocage des élèves n'est plus tenable pour l'enseignant. 

Quel est l'effet de cette aide ? Ne retombe t-on pas dans la conception des "marches d'escalier" ? 

Il semble qu'ici une différence fondamentale avec cette conception est que l'élève a pu prendre conscience au préalable de l'insuffisance de ces conceptions. Ce temps n'existe pas dans la pratique des "marches d'escalier" Ces situations-problèmes demande toujours une réflexion pour tenter de les améliorer. 


 

Une autre gestion du « Puzzle de Guy Brousseau »

Le « puzzle de Brousseau est une activité bien connue dans la didactique des mathématiques. Elle est proposée en fin du CM2 ou en sixième.

Il y a une grande quantité de variantes. Nous vous proposons ici de réaliser quelques phases qui nous paraissent fondamentales.

IUFM de Basse-Normandie, IREM de Basse-Normandie, Université de Caen, France

ruben.rodriguez@caen.iufm.fr
Niveau éducatif: formation des professeurs

1 Introduction

Comme il est bien connu dans la situation du puzzle les élèves sont convaincus au départ que « agrandir » le puzzle tout en gardant la « même forme » , se réalise par une addition d’une même quantité à toutes les mesures des segments initiaux. C’est ainsi qu’ils constatent par une action directement expérimentable que les différentes pièces ne peuvent pas s’assembler pour constituer un carré.La constatation est faite au niveau de la perception visuelle que la forme devient impossible à réaliser.

A ce moment nous pensons qu’il faut absolument profiter pour que les élèves passent d’un argument perceptif à un argumentent formalisé. On doit alors se placer dans un univers des actions formalisées par la symbolique numérique et par les opérations mathématiques. Pour cela il est important que dans la figure du puzzle initial il y ait dans certains côtés du carré une partition en trois segments et non pas en deux seulement. Ici il s’agit d’un puzzle inventé seulement pour montrer qu’il y a trois segments sur un côté et deux sur d’autres côtés. Dans cet article nous supposons que vous connaissez le puzzle ou bien, que vous pouvez le trouver par ailleurs. A la fin nous vous montrons quelques exemples d’utilisation que nous avons extrait des sites internet. 
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C’est ainsi que quelques élèves argumentent que si on ajoute par exemple 3cm à chaque sous segment de chaque côté alors dans le cas où il y a trois segment on ajoutera 9cm et dans le cas où il y a deux segments on ajoutera que 6cm, alors on n’obtiendra pas un carré. 

Les élèves de la fin de la primaire et du début de la secondaire doivent peu à peu substituer les exclusivement « expérimentées » grâce à des perceptions par des argumentations plus raisonnées dans des systèmes formalisés numériquement dans notre cas. C’est ainsi qu’il ne faut surtout pas perdre cette occasion très propice pour justifier que l’ajout d’une même quantité ne conduira pas à l’obtention d’un carré.

A ce moment de l’activité il faut absolument proposer ces figures simples triangulaires pour que les élèves ajoutent une même quantité et pour qu’ils constatent, (cette fois expérimentalement) que la figure résultante n’a pas la même forme que la figure donnée.

Pour cela les triangles rectangles de Pythagore sont les bienvenus. Par exemple à partir d’un triangle de 3,4 et 5 (en cm) que l’enseignant donne à chaque enfant, (découpé en papier carton) pour qu’ils constatent avec l’équerre qu’i a un angle droit. Ensuite on leur propose d’ajouter 4cm à chaque mesure  et de construire sur une feuille un triangle alors de 7, 8 et 9 (en cm). Il peuvent non seulement constatent visuellement que la forme n’est pas la même, mais qu’il n’a pas non plus un angle droit. 

Il peut aussi donner un autre jour un triangle rectangle de mesures 12, 5 et 13 (en cm) et leur dire de construire un autre triangle en enlevant la même quantité, par exemple 2cm.  Ces deux activités contribuent à détruire l’idée qu’ils avaient : « ajouter ou retrancher une même quantité sert à « agrandir » ou « réduire » une figure en gardant sa forme ».    

Une fois que cette phase est réalisée on continuera par la bonne gestion qui consiste à donner un autre puzzle, mais cette fois au lieu que la mesure de 3cm passe à 7cm, on donnera une mesure de 4cm qui passera à 8cm. C’est ainsi que les élèves d’une part ils ne chercheront plus à ajouter, car ils ont bien travaillé le fait que ajouter ne sert pas à garder la même forme, et ici la tentation de doubler toutes les mesures et bien grande et salutaire !

On constate alors qu’en multipliant toutes les mesures pas deux on réussi la tache.

On donnera encore un autre « puzzle », cette fois avec une mesure qui passe de 2cm à 6cm. Ceci est pour que les élèves expérimentent encore l’idée qu’il faut multiplier toutes les mesures par un même nombre, cette fois, par 3.

Une fois que les élèves sont bien convaincus que en multipliant toutes les mesures par un même nombre on obtient des pièces qui ont la même forme et qui s’assemblent parfaitement pour retrouver la même forme de « puzzle », on revient au problème du départ ? C’est alors que les élèves cherchent par quel nombre multiplier les mesures. Dans le cas le plus classique du puzzle de Brousseau c’est par 1,75 qu’il faut multiplier.

Conclusion : La phase où les élèves argumentent par une formalisation numérique est fondamentale. De même que celle où les élèves détruit leur mauvaise représentation à l’aide des exemples bien choisis chez les triangles rectangles. Ceci va bien dans le sens de la progression en mathématiques : les élèves doivent peu à peu passer des argumentations seulement perceptives à des argumentation formalisées par les modèles mathématiques. C’est un objectif majeur de l’enseignement des mathématiques de la fin du CM2 et surtout en sixième.    

Ruben Rodriguez Herrera
Annexe
Quelques extraits d’utilisation, sans les phases que nous avons préconisées
Le puzzle (Guy Brousseau, Recherche en didactique, n°2.1)

Description de l’activité : les élèves sont mis par groupe de 6 et chaque groupe doit faire

un agrandissement d’une pièce du puzzle. A la fin, on regroupe les pièces pour reconstituer

le puzzle. La consigne est : le côté du puzzle qui mesure 4 cm doit mesurer 7 cm sur

le puzzle que vous devez construire.

Après la réalisation de chaque pièce, le groupe discute des méthodes utilisées. En cas

d’échec dans la reconstruction du puzzle, il recherche une méthode commune et chaque

élève reconstruit sa pièce.

Compétence visée : réaliser, dans des cas simples, des agrandissements ou des réductions

de figures planes

Intérêt de la situation : validation immédiate par reconstitution ou non du puzzle sans intervention

de l’enseignant.

Quelques stratégies d’élèves :

• ajouter 3 cm à toutes les dimensions (théorème-élève : pour agrandir en conservant la

forme, il faut ajouter la même longueur à toutes les dimensions).

• doubler la longueur et lui retrancher 1
1

ACTIVITES SUR LA PROPORTIONNALITE

Activité 3

Situation devenue classique et élaborée par G. BROUSSEAU1.

Gestion de l'activité

Les élèves sont mis par groupe de quatre, chaque groupe doit faire un agrandissement d'un puzzle

formé de quatre morceaux, chaque élève du groupe devant agrandir l'un des morceaux.

Dans chaque groupe, la séance se termine par le compte rendu de la méthode utilisée.

Les différentes méthodes sont explicitées, critiquées, classées. Celles qui réussissent sont

répertoriées.

Matériel

- une photocopie du puzzle par groupe, les dimensions ne sont pas données ;

- un agrandissement du puzzle pour le professeur (k = 1,5).

Les dimensions ci-dessous sont des données pour construire le puzzle élève.

Consigne

1 - découper aussi soigneusement que possible le puzzle en quatre morceaux. Chaque élève du

groupe prendra possession d'une pièce.

2 - Mesurer les dimensions de la pièce possédée.

3 - Agrandir sa pièce, à la fin on doit pouvoir reconstituer le puzzle avec toutes les pièces agrandies.

On vous donne l'information suivante : le côté du puzzle qui mesure 4 cm doit mesurer 6 cm après

agrandissement.

Déroulement de l'activité

L'agrandissement du puzzle est affiché au tableau.

Phase 1

Chaque élève cherche seul et réalise sa pièce agrandie.

Le groupe tente de reconstituer le puzzle à l'aide des pièces agrandies.

Phase 2

4

Le groupe discute des méthodes de construction utilisées. En cas d'échec dans la reconstitution, il

recherche une méthode commune et chaque élève reconstruit la pièce qui lui a été donnée.

Dans les groupes en difficulté, le professeur suggère d'écrire les dimensions sous forme d'un tableau

de correspondance.

4 6 8 5 7 3

6

Pour terminer, chaque groupe consigne sur une feuille la méthode utilisée pour réaliser

l'agrandissement. Lorsque cette activité est achevée, un élève du groupe va inscrire sa méthode au

tableau.

Phase 3

Les méthodes affichées au tableau sont critiquées par l'ensemble des élèves, les fautes d'orthographe

sont corrigées, le style amélioré, les techniques validées ou rejetées. Les méthodes correctes seront

ensuite classées : celles qui se ressemblent, qui sont différentes.

Phase 4 : synthèse

Agrandir une figure c'est multiplier les dimensions de cette figure par un nombre constant

supérieur à 1.

Remarque : si l'information supérieur à 1 n'est pas donnée par les élèves, il n'est pas utile pour

l'instant de la formuler.

Les méthodes validées seront l'objet d'une synthèse. Par exemple, les méthodes suivantes pourront

avoir été utilisées :

- multiplication des mesures par le coefficient 1,5 ;

- la relation entre deux mesures de la figure initiale est reportée à l'identique sur la figure agrandie.

En fait, on utilise les propriétés de la relation linéaire :

Pour tout nombres x1 et x2 on a f(x1+ x2) = f(x1) + f(x2)

Pour tout nombres x et k on a f(k.x) = k.f(x)

Ces propriétés ne doivent pas être formulées, pour l'instant aux élèves.

Consigne2

Le puzzle que vous devez maintenant construire est tel que le côté qui mesure 8cm devra

maintenant mesurer 6cm.

Le tableau suivant est proposé

4 6 8 5 7 3

      6

1°) Compléter le tableau

2°) Par groupe de 4 :découper, assembler et vérifier la concordance de votre puzzle avec celui du

professeur

3°) Expliquer par écrit la méthode mise en oeuvre.

synthèse

Réduire une figure c'est multiplier les dimensions de cette figure par un nombre constant

inférieur à 1.

Activité 3
Situation devenue classique et élaborée par G. BROUSSEAU1.

Gestion de l'activité

Les élèves sont mis par groupe de quatre, chaque groupe doit faire un agrandissement d'un puzzle formé de quatre morceaux, chaque élève du groupe devant agrandir l'un des morceaux.

Dans chaque groupe, la séance se termine par le compte rendu de la méthode utilisée.

Les différentes méthodes sont explicitées, critiquées, classées. Celles qui réussissent sont répertoriées.

Matériel

- une photocopie du puzzle par groupe, les dimensions ne sont pas données ;

- un agrandissement du puzzle pour le professeur (k = 1,5).

Les dimensions ci-dessous sont des données pour construire le puzzle élève.

Consigne

1 - découper aussi soigneusement que possible le puzzle en quatre morceaux. Chaque élève du groupe prendra possession d'une pièce.

2 - Mesurer les dimensions de la pièce possédée.

3 - Agrandir sa pièce, à la fin on doit pouvoir reconstituer le puzzle avec toutes les pièces agrandies. On vous donne l'information suivante : le côté du puzzle qui mesure 4 cm doit mesurer 6 cm après agrandissement.

Déroulement de l'activité

L'agrandissement du puzzle est affiché au tableau.

      Phase 1

Chaque élève cherche seul et réalise sa pièce agrandie.

Le groupe tente de reconstituer le puzzle à l'aide des pièces agrandies.

      Phase 2

Le groupe discute des méthodes de construction utilisées. En cas d'échec dans la reconstitution, il recherche une méthode commune et chaque élève reconstruit la pièce qui lui a été donnée.

Dans les groupes en difficulté, le professeur suggère d'écrire les dimensions sous forme d'un tableau de correspondance. 

	4
	6
	8
	5
	7
	3

	6
	 
	 
	 
	 
	 


 

Pour terminer, chaque groupe consigne sur une feuille la méthode utilisée pour réaliser l'agrandissement. Lorsque cette activité est achevée, un élève du groupe va inscrire sa méthode au tableau.

      Phase 3

Les méthodes affichées au tableau sont critiquées par l'ensemble des élèves, les fautes d'orthographe sont corrigées, le style amélioré, les techniques validées ou rejetées. Les méthodes correctes seront ensuite classées : celles qui se ressemblent, qui sont différentes.

      Phase 4 : synthèse

Agrandir une figure c'est multiplier les dimensions de cette figure par un nombre constant supérieur à 1. 

Remarque : si l'information supérieur à 1 n'est pas donnée par les élèves, il n'est pas utile pour l'instant de la formuler. 

Les méthodes validées seront l'objet d'une synthèse. Par exemple, les méthodes suivantes pourront avoir été utilisées :

- multiplication des mesures par le coefficient 1,5 ;

- la relation entre deux mesures de la figure initiale est reportée à l'identique sur la figure agrandie. En fait, on utilise les propriétés de la relation linéaire :

            Pour tout nombres x1 et x2 on a  f(x1+ x2) = f(x1) + f(x2)

            Pour tout nombres x et k on a  f(k.x) = k.f(x) 

Ces propriétés ne doivent pas être formulées, pour l'instant aux élèves.

On se contentera d'un simple schéma comme celui-ci, sous réserve que ces méthodes aient été utilisées par les élèves.

Consigne2

Le puzzle que vous devez maintenant construire est tel que le côté qui mesure 8cm devra maintenant mesurer 6cm.

Le tableau suivant est proposé

	4
	6
	8
	5
	7
	3

	 
	 
	6
	 
	 
	 


 

1°) Compléter le tableau

2°) Par groupe de 4 :découper, assembler et vérifier la concordance de votre puzzle avec celui du professeur

3°) Expliquer par écrit la méthode mise en œuvre. 

synthèse
Réduire une figure c'est multiplier les dimensions de cette figure par un nombre constant inférieur à 

IV - Activité sur l’addition et vers un travail plus à l’intérieur de  la structure symbolique des fractions

IV – 4   Vers des opérations d'addition des fractions

IV – 4.1    Première séance
a)première phase

Cas d’addition 1/3 + 1/3

Dans ce cas les élèves construisent des bandes  respectives à 1/3+1/3 par juxtaposition dans une autre couleur, par exemple vert clair.

 Ensuite ils le retournent et cherchent à voir combien de ces bandes « vert clair », correspondent, (par juxtaposition et superposition), à combien des bandes blanches unités. Ils trouvent par manipulation que 2 « blanches » c’est pareil que 3 « vert claire » et alors tout naturellement  les élèves écrivent 2/3 C’est ainsi que d’un côté,  ils ont trouvé et écrit  1/3+1/3 et de l’autre 2/3 ; la conclusion est que

 1/3+1/3 = 2/3 

                                                                 Deux bandes « blanches »
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                                                                  Trois bandes « vert clair »

Commentaire : ici nous avons un fait important en didactique :

Si on dit en français que « un tiers plus un tiers est égal à deux tiers », les élèves comprennent ceci au même titre qu’ils ont compris que « une pomme plus une pomme est égal à deux pommes ». On utilise ici le fait que « un objet plus un objet de la même catégorie est égal à deux objets de cette même catégorie » Mais, si l’enseignant croit qu’il peut écrire ensuite au tableau que :  1/3 + 1/3 = 2/3  il fait inconsciemment dans son enseignement des fractions, une « rupture du contrat didactique ». En effet, si on  veut donner du sens à chaque symbole fractionnaire de la forme a/b, il faut absolument que 2/3 prenne le sens convenu au départ dans la manipulation avec les bandes C’est alors que les élèves  trouvent que deux bandes « blanches » (unités), sont superposables avec trois bandes « vert clair ». Tant que les élèves n’ont pas effectué la manipulation on ne peut pas écrire au niveau des symboles que 1/3 + 1/3 = 2/3

Quand dans l’enseignement des mathématiques , à propos du sens donné au départ à un symbole nouveau , on fait un raccourci, sans que les élèves puissent le valider, on dit qu’il y a un phénomène de rupture du « contrat didactique ».  Implicitement et inconsciemment l’enseignant installe un autre « contrat didactique », on « apprend » que 1 /3 + 1/3 s’écrit 2/3 seulement par une règle apprise formellement sans que ceci corresponde aux manipulations qui donnaient du sens au symbole fractionnaire.

Il est aussi bon de réfléchir ici, (au niveau symbolique),  sur le fait que 1/3+1/3 c’est deux fois 1/3. C'est-à-dire que 2 x 1/3  =  2/3 . On profite aussi pour calculer la longueur de la bande 2/3  Les élèves ont plusieurs moyens de calcul.

Soit : comme 1/3 mesure 12cm : 3 = 4cm ,  alors 2/3=1/3+1/3 mesure 4cm + 4cm = 8cm

Soit : comme deux bandes « blanches » mesurent 12cm + 12cm = 24cm et que ceci est pareil que 3 bandes 2/3 , alors la bande 2/3 mesure 24cm : 3 = 8cm 

On fait un autre exemple de manière similaire avec 1/4+1/4+1/4 = 3/4

On part du fait que les élèves ont bien intégré que 1/4 + 1/4 + 1/4 = 3/4 et à l'aide des bandes on fabrique des bandes nouvelles, (dans d'autres couleurs).

5/4 comme 1/4 + 1/4 + 1/4 + 1/4 + 1/4 ou bien comme 1 + 1/4 en couleur orange

On passe alors à un travail exclusivement dans le système symbolique pour réaliser les additions

1/5 + 1/5

1/5 + 1/5 + 1/5

1/3 + 1/3 + 1/3 + 1/3

Et bien d'autres additions de termes de même dénominateur.

Remarque: bien que les élèves travaillent à l'intérieur du système symbolique ils ont suffisamment d'images mentales avec des bandes ou des disques pour valider des égalités. Comme par exemple : 1/2 + 1/2 = 1;   1/3 + 1/3 + 1/3 = 1 ; 1/4 + 1/4 + 1/4 + 1/4 = 1, mais il est trop tôt pour écrire à la place de 1 la fraction 1/1

Commentaire : nous avons réfléchi à des fractions supérieures à 1 dans la structure des bandes. Pour réfléchir à ce stade de l'apprentissage  sur ce même problème fractionnaire dans la structure des disques, on n’a pas la même facilité. En effet avec des bandes on obtient par juxtaposition, toujours des bandes de même largeur, mais avec les disques et les secteurs, on n'obtient plus des disques pour les fractions supérieures à l'unité. Une fraction comme 5/4 ne donne plus un disque et le morphisme ne se situe plus entre les actions directement expérimentables et la structure symbolique, mais dans un  niveau où le système symbolique précédemment établi, va permettre de construire un autre système de représentation avec des disques. Ceci  peut paraître artificiel, mais le fait d’avoir bien intégré que par exemple 3/2 = 3x 1/2 = 1/2+1/2+1/2 aide à comprendre les figures avec les disques et les secteurs.

Arriver à comprendre que par exemple 3/2 est représentée par l'image d'un disque et un demi disque est une activité où on se sert de la structure des fractions pour donner du sens à l'image géométrique qui sera formée par trois fois 1/2disque
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b)  deuxième phase, (vers un travail plus à l’intérieur de la structure symbolique des fractions).

On pose le problème suivant : 

Combien de bandes 3/4 et de bandes 1/2 pour obtenir des longueurs égales ?

Les élèves constatent que 3/4 + 3/4 c'est pareil que 1/2 + 1/2 + 1/2 

Et comme on sait écrire que 3/4 + 3/4 = 6/4 et que 1/2 + 1/2 + 1/2 = 3/2 les élèves écrivent que 6/4 = 3/2

Ils verbalisent en disant que 2 fois 3/4 c'est égal à 3 fois 1/2

On cherche par la suite d'autres égalités construites de cette façon.

Par exemple  3 fois 2/3 c'est pareil que 2 fois 1 et on écrit que 6/3 = 2

On passe alors à un travail à l'intérieur du système symbolique pour renforcer la validité des égalités trouvées

Exemples:

3/4 + 3/4

c'est pareil que (1/4 + 1/4 + 1/4) + (1/4 + 1/4 + 1/4)

et comme 1:4 + 1/4  = 1/2

on peut faire alors

(1/4 + 1/4) + ( 1/4 + 1/4) + (1/4 + 1/4)

c'est à dire pareil que

1/2 + 1/2 + 1/2

qui fait 3/2

Commentaire : cette dernière partie n'exclut pas que des élèves ayant des difficultés avec les parenthèses puissent se servir des bandes pour effectuer le morphisme qui leur permet de valider les calculs symboliques. Dans ce cas, il faut les inciter à faire manipuler les bandes de façon morphique qu’avec les symboles. Par exemple les élèves remplaceront une bande 3/4 par 3 bandes respectives a 1/4 + 1/4 +  1/4 et  deux bandes respectives à 1/4+1/4 par une bande 1/2.

IV – 4.2    Deuxième séance
a) première phase

On traite quelques problèmes un peu plus difficiles, mais toujours avec la possibilité pour tous les élèves d'avoir recours à des bandes pour s'aider à comprendre les calculs.

On pose par exemple ; combien de fois 2/3 et combien de fois 3/4 pour obtenir une égalité 

Avec les bandes on trouve que 9 fois 2/3 est égale à 8 fois 3/4

Avec le système symbolique on écrit un tableau

	Nombre de fois de 2/3  

 Première étape  2/3 + 2/3 + 2/3 = 6/3 = 2 

  Ensuite,  (2/3 + 2/3 + 2/3) + (2/3 + 2/3 + 2/3) =   

2                +            2     = 4  

Alors on fait 

(2/3+2/3+2/3)+(2/3+2/3+2/3)+(2/3+2/3+2/3)

         2           +          2           +          2   = 6                                        
	Nombre de fois de 3/4

Première étape 3/4 + 3/4 + 3/4 + 3/4 = 12/4 = 3

Ensuite, (3/4+3/4+3/4+3/4) +(3/4+3/4+3/4+3/4)=

3               +           3  =  6




Pour obtenir 6 et on compte le nombre de fois de chaque partie du tableau

On arrive ainsi à montrer que 9 fois 2/3 c'est égal à 8 fois 3/4

On profite pour voir qu’en tout, on a 18/3 qui est égal à 6 et d'autre part on a 24/4 qui est aussi égal à 6

b) deuxième phase

On incite nos élèves travailler un peu plus à l’intérieur du système symbolique.

On part des égalités comme 18/3 = 24/4 pour remarquer que 18 :3 = 6   et  que 24 :4 = 6 

De même que par exemple 6/2 donne 6 :2=3 et que 9/3donne aussi 9 :3=3, alors on peut dire que 6/2 = 9/3 On ne reste pas tout de même dans cette justification symbolique qui se base seulement dans la correspondance morphique, « fraction-division-quotient »  On l’accompagne  de raisonnements symboliques moins synthétiques.

6/2 est 6fois 1/2, c’est-à-dire 1/2+1/2+1/2+1/2+1/2+1/2. Comme 1/2+1/2 = 1 alors on a 

(1/2+1/2)+(1/2+1/2)+(1/:2+1/2)  = 1+1+1 = 3

D’autre part 9/3 = 9 x 1/3 et comme 1/:3+1/3+1/3=1 on obtient

(1/3+1/3+1/3)+(1/3+1/3+1/3)+(1/3+1/3+1/3) = 1 + 1 + 1 = 3

On propose d’autres exemples :

2/5  et  4/10

4/2  et  6/3 

V - Activité sur une troisième correspondance morphique avec la structure des fractions

V – 5  Assimilation morphique d’une structure avec des cylindres et des volumes de liquides
V – 5.1    Première séance 

a) première phase

Avec des flacons identiques petits et cylindriques, (en plastique transparent), on pose la question suivante : on prend un flacon et on fait un trait bleu à une hauteur déterminée en cm, (on peut s’arranger pour que la mesure soit un nombre entier, par exemple 6cm). On se pose le problème de tracer un trait rouge dans un flacon tel que le volume du  liquide jusqu'au trait rouge  soit  la moitié du volume du liquide jusqu'au trait bleu.

Cette situation sert à réinvestir la structure de fractions sur une autre structure assimilée de façon morphique.

Les élèves trouvent que pour réaliser le  morphisme,  on doit se servir du  morphisme réalisé avec les mesures de  hauteur des traits des flacons.

C'est ainsi qu'ils proposent de diviser par 2 la mesure de la  hauteur d'un trait bleu et ainsi tracer le trait rouge. 

b)  deuxième phase

On réfléchit à des égalités entre les flacons

2 "rouges"   =   1   "bleu"

4 "rouges"   =   2 "bleues"

6 "rouges"   =   3 "bleues"

On complète alors un tableau

Bleues     1   2   3   4   5   6    7     8     

Rouges    2   4   6   8  10 12  14   16

Le but et d'exprimer  que 1 bleu  pour 2 rouges correspond bien à 1/2 de bleu pour 1 rouge et que cette relation peut s'écrire comme 1/2 ou 2/4 ou 3/6 …

Les élèves retrouvent ici que 1/2 = 2/4 = 3/6 = 4/8 = 5/10 = …

Remarque : on travaille ici  sur une des fonctions de la structure des fractions, celle de l’équivalence, qui conduit au nombre rationnel. Elle représente une co-variation proportionnelle, qui n'est pas autre chose qu'une correspondance linéaire ou un morphisme additif,

Par exemple :

1 correspond avec l'image  2

2 correspond avec l'image  4

3 correspond avec l'image  6

Et 1+2=3   vérifie que l'image de la somme 1+2, (c'est à dire 6 qui est l'image de 3), est la somme des images, c'est à dire 2+4.

VI   Activité sur l'utilisation des correspondances morphiques avec la structure des fractions afin d'anticiper des résultats
VI – 6.1    Première séance 

a) première phase

On a suffisamment travaillé sur trois structures morphiques avec la structure symbolique des fractions pour pouvoir proposer maintenant des applications variées.

Par exemple :

Soit une tige de longueur 240cm calculer la longueur d'une tige, telle que sa longueur  soit 1/4 de la longueur donnée

Par la suite on veut fabriquer une tige de longueur 3/4 de celle donnée

Ce problème est tel que les deux étapes fixent les bases de la procédure : pour calculer les 3/4 on commence par calculer le 1/4, en divisant par quatre et ensuite, on multiplie par 3.

On propose alors des exemples variés :

2/3 de 24 litres

2/5 de 20kg

3/10 de 100km

etc.

b) deuxième phase

On propose des calculs qui utilisent deux procédures

Par exemple

Combien en cm vaut 1/2 de 1/3 de 36cm ?

Le but est d'arriver à montrer que la moitié d'un tiers est pareil qu'un sixième

D'autres problèmes similaires seront aussi traités

Par exemple 1/2 de 1/2  de 40 litres pour trouver que c'est pareil que 1/4 de 40 litres 

De même on réfléchit au fait que 1/2 de 1/3 c'est pareil que 1/3 de 1/2 

Commentaire : ces activités préparent la structure des fractions pour  le travail ultérieur sur l’opération de multiplication.

Ceci prépare aussi aux morphismes qui seront utilisés lors des apprentissages des nombres décimaux, afin de  valider les calculs avec ces derniers.

Par exemple :

1/2  x  1/2   =    1/4

correspond à

(1 :2)x(1 :2) =  1 :4

c’est à dire

0.5  x   0.5  =  0.25

VII - Conclusions

A travers l'exemple des quelques séquences d'introduction des fractions,  nous avons voulu montrer la notion de correspondance morphique entre les actions directement expérimentables et la construction d’un univers symbolique structuré morphiquement avec ces actions.

Nous avons montré que peu à peu, la structure symbolique qui trouvait au départ ,sa signification seulement par la correspondance morphique avec une structure particulière d’actions directement expérimentables, devient une structure en soi.  C’est ainsi que par la suite, les résultats peuvent être validés à l'intérieur du système symbolique.

D'autre part, quand nous avons travaillé sur plusieurs structures morphiques, représentables donc par le même système symbolique,  nous avons vu l'importance de choisir d'abord une structure qui se prête bien à la première construction symbolique.

L’affirmation de Rémy Brissiaud : « la première rencontre avec un concept arithmétique est une sorte d’événement dans la vie scolaire d’un enfant et la signification qui est privilégiée ce jour-là est bien mémorisée », est bien dans l’intention de notre travail, car nous avons privilégié une signification du symbole fractionnaire qui s’appui sur des actions directement expérimentables simples au départ, mais ayant  une puissance qui permet  de bien avancer rapidement dans la complexité de la  structure des fractions.

Dans l'acquisition des connaissances mathématiques et aussi dans d'autres domaines, l'utilisation des correspondances morphiques est essentielle pour structurer les données et les problèmes.

Notre proposition didactique pour l’enseignement des fractions utilise des bandes, comme le fait ERMEL. Une différence est que, dès le départ, les  élèves construisent eux mêmes les bandes.

Quand un élève construit deux bandes 1/2 par pliage où par une division de 12cm par 2, il sait que  dans la réalisation, il peut y avoir une « petite différence », mais que les bandes sont « identiques par construction ». Si on lui donne des bandes déjà fabriquées à l’avance ils peuvent seulement percevoir qu’elles sont « à peu près pareilles ».  En effet, c’est l’action directe du pliage que valide la signification, (il y a anticipation mentale  sur le résultat matériel, qui ne sera jamais « parfait »). 

Une autre différence est que l’écriture symbolique  des fractions comme deux tiers, trois quarts  se fait dans la même signification symbolique établie dès le départ. 

Par rapport à la formation des enseignants, nous relevons les points suivants à signaler avec les formés :

· Variable didactique, par exemple le choix de 12cm, car 12 a plus de diviseurs que 10, et alors les élèves peuvent  penser le « sens division » dans les fractions 1/2 ; 1/4 ; 1/3 ; 1/6  plus facilement.

· Ordre dans la progression didactique de la signification de la notion de fraction : les bandes d’abord, après les disques et secteurs angulaires

· Rupture inconsciente de contrat didactique, quand l’enseignant se presse d’écrire 1/3 + 1/3 = 2/3 parce qu’il a entendu que ses élèves disent oralement : « un tiers plus un tiers ça fait deux tiers ». L’enseignant, quand il entend ceci, pense à l’égalité symbolique 1/3+1/3=2/3, mais les élèves pensent tout simplement «  un objet plus objet ça fait deux objets ». Il faut alors que l’enseignant n’oublie pas que 2/3 à ce stade de la progression veut dire tout simplement que 2 bandes « blanches » juxtaposées sont superposables à  3 bandes « vert clair » juxtaposées.

Les variables didactiques d’une situation adidactique

Puisque l’analyse a priori du coût des manières de faire possibles permet de prévoir la connaissance collective que les élèves vont produire, en jouant sur une variable didactique de la situation qui va changer le coût d’une manière de faire, le professeur peut organiser le passage d’une situation où les élèves pouvaient économiser leur pensée (ils réussissaient par des tentatives au hasard ou presque) à une situation où ils devront économiser leur action, ce qui supposera une pensée plus développée Ainsi, il les enseigne (il provoque des apprentissages) et les élèves peuvent apprendre (ils changent de comportement). Ils le font d’autant plus rapidement qu’ils font confiance à la situation parce qu’ils savent, d’expérience, le bénéfice que leur procureront les savoirs nouveaux : le succès des situations didactiques tient pour une part essentielle au contrat didactique, qui permet aux élèves d’interpréter les situations pour identifier les mathématiques enseignées C’est pourquoi les études de laboratoire ne rendent pas compte des apprentissages scolaires : la cause des apprentissages collectifs réalisés par les élèves d’une classe est dans la situation où les élèves agissent.. Alain Mercier 
Des fractions vers les décimaux 
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Mathématiques didactique

Ruben Rodriguez

I - Introduction :

Les avantages de travailler dans un univers purement numérique, avec des actions directement expérimentables.

Les décimaux sont conçus à l’aide d’un morphisme entre les fractions. Les élèves peuvent réaliser des actions numériques directement , exemple ¼ + ¼ = ½ et les opérations entre les décimaux respectifs dans le morphisme  0,25 + 0,25 = 0,5 

Les désavantages de travailler dans un univers constitué  des quantités et mesures complexes du style, kg,gr ; ou euros, centimes, ou m,dm,cm, mm proviennent du fait qu’il n’y pas des actions directement expérimentables et pas de morphisme. C’est ainsi que  les élèves n’ayant pas un moyen morphique de valider leurs calculs font des erreurs classique comme par exemple : pour 3,28 + 2,75 ils trouvent un résultat faux 5,103 au lieu de 6,03 

0) Les pré requis

Droite des fractions

0  ¼  1/3  ½  2/3 ¾ 1 5/4, ….

Savoirs que 2/4=3/6=1/2

10/100 = 1/10

Etc.

Puis la droite avec les fractions décimales:

0 1/100 ; 2/100 ;…1/10 

Les additions avec des fractions de dénominateur puissance de 10

Des additions du type ½+1/4 = ¾

Les multiplications du type :

2 x 1/3 =2/3

3x ¼ = ¾

5 x ½ = 5/2

Et aussi celles du type

1/10 x 5 = 5/10

Remarque importante sur la multiplication d’un entier par une fraction et d’une fraction par un entier

Un entier par une fraction

Quand les élèves ont appris à multiplier un entier par une fraction, ils ont validé le fait que,

par exemple 3 x ¼ a pour résultat ¾ car ceci correspond à ¼ + ¼ + ¼ et ils avaient validé auparavant que l’addition de fractions de même dénominateur donne une fraction ayant pour dénominateur le même des fractions et pour numérateur la somme des numérateurs des fractions.

Il est clair donc que la suite des symboles mathématiques  3x ¼ veut dire pour l’élève : une addition de 3 fractions égales à ¼ et que la fraction produit s’obtient par 3x1  
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De même ils savent faire 3 x ½,   5 x 2/3 et en général le produit d’un entier par une fraction. 

Une fraction par un entier

Les élèves apprennent que le sens de la multiplication d’une fraction par un entier correspond à  « fraction de »

Par exemple quand on veut dire la moitié de 3 on écrit en symboles  ½  x3

Ils ont appris à l’aide des bandes que ½ de 3 est pareil que 3 fois ½

[image: image60.emf]la moitié de la

bande formée

par trois 

bandes 1 

c'est à dire 

1/2 de 3 ceci 

correspond à 

1/2 x 3

1/21/21/2

trois fois une 

bande 1/2 

C'est à dire 

3x1/2

conclusion: 

3x1/2 = 1/2 x3

Le résultat est

3/2


On renforcera le fait que 3x1/2  et ½ x 3   donnent le même résultat 3/2 quand on utilisera le morphisme avec les décimaux

3 x ½        =      3/2                                                         0,5

3 x (1 :2)  =    (3 :2)                                                       x 3          

3 x0,5       =    1,5                                                           1,5

d’autre part :

½  x  3   =   3/2                                                                3

(1 :2) x 3  =  (3 :2)                                                       x 0,5

0,5 x 3     =   1,5                                                             1,5

La relation entre fraction et division

 Par exemple ¾ de 120 litres est égale à 

(120 :4) x3

30x3=90 

Donc  ¾ de 120 litres est égal à 90 litres

II - Le choix du premier morphisme 

La relation fraction et division

Exemples :

6/3 est égal à  6 :3=2

4/2 est égal à  4 :2=2

9/3 est égale à 9 :3=3

Alors on fait à la calculatrice :

½  est égale à 1 :2 ce qui donne0,5 

¼ est égale à 1 :4 ce qui donne 0,25

1/10 est égale à 1 :10 ce qui donne 0,1

remarque on n’écrit pas tout de suite des égalités purement symboliques, car il faut passer par une écriture qui soit proche des actions réalisées, donc on écrit plus avec des mots que des symboles d’égalité.

  Variables didactiques ?

Quelles fractions, quelles opérations, quels morphismes ? 

 Introduction avec : 

Soit des fractions seulement de dénominateur 10, exemple 1/10 + 3/10 = 4/10

Ce qui conduit à 

(1 :10) + (3 :10) = (4 :10)

0,1  +      0,3  =       0,4

Et en colonne

0,1

+

0,3

0,4

Soit des fractions de dénominateur autre :

Exemple :

½ +1/4 = ¾

Ce qui conduit à

0,5 + 0,25 = 0,75

2) Exemple de préparation « à priori » sur l’ordre des décimaux

Nous vous montrerons ici comment la préparation sur un thème « l’ordre chez  les décimaux, nous mène à déterminer un autre apprentissage préliminaire.

Pour enseigner l’ordre on se propose d’utiliser toujours le morphisme entre les fractions et les décimaux respectifs.

Séance 1

On traite les exemples avec les élèves, l’enseignant fait le premier exemple au tableau en interrogeant ses élèves et ensuite il propose pour chaque exemple que chaque élèves traille seul avant la correction. On choisit des nombres tous  inférieurs à 1, afin de s’intéresser qu’à la partie décimale.

Exemple 1°

¼ < ½

(1 :4)  <  (1 :2)

0,25 < 0,5

Exemple 2°

1/8 < ¼

(1 :8 )< (1 :4)

0,125<0,25

Exemple 3°

½ < ¾

(1 :2) < (3 :4)

0,5 < 0,75

Exemple 4°

(¼ )< (6/10)

1 :4 < 6 :10

0,25 < 0,6

Exemple 5°

(1/8) < (2/10)

1 :8 < 2 :10

0,125 < 0,2

Objectif : arriver à une propriété qui explique ou qui raconte ce qu’il faut faire pour comparer deux décimaux.

C’est ici qu’on à deux choix : 

Soit on laisse des nombres ayant  différent nombre de chiffres après la virgule, 

Soit on transforme l’un de deux nombres à comparer pour que tous deux aient le même nombre de chiffres. 

C’est ce second choix qui est plus proche de la pensée des élèves. En effet quand les élèves disent que 0,125 < 0,200 ils peuvent le valider par le morphisme avec les fractions, c'est-à-dire que comme 0,125 correspond à 125/1000 et 0,200 à 200/1000 alors le fait que 125/1000 < 200/1000 explique que 0,125 < 0,200 et dons que 0,125<0,2    

Dans une première étape il faut, pour que les élèves valident  par eux mêmes leur règle, utiliser des égalités comme 0,2 = 0,200. Ainsi les élèves remplacent dans 0,125 < 0,2 pour obtenir : 0,125 < 0,200.  Ceci les aide à trouver la justification du fait qu’il suffit   que  le chiffre 1 des dixièmes dans le nombre 0,125 soit plus petit que le chiffre 2 des dixièmes dans le nombre 0,2 pour que  le nombre 0,125 soit plus petit que le nombre 0,2

En conséquence il est nécessaire que les élèves aient travaillé d’abord sur le fait qu’on peut écrire des 0 à droite du dernier chiffre après la virgule sans que  ceci  modifie les propriétés du nombre décimal.

III -  Séance sur le chiffre 0 dans l’écriture des nombres décimaux

Phase 1

On se propose ici d’établir que 0,5 = 0,50 = 0,500

Pré requis

Ils savent déjà que par exemple 5/10 = 50/100 . Ceci avait été validé par le fait que toutes les fractions ayant le numérateur la moitié du dénominateur comme ½ , se comportent de la même façon. Par exemple ½ de 100cm donnent (100 :2)=50(en cm), de même que 5/10 de 100cm  donnent (100 :10)x 5 = 50 (en cm) ou bien 50/100 de 100cm donnent (100 :100) x 50 = 50 (en cm) . Aussi par le fait qu’ils se placent au même endroit dans la droite numérique. 

0  1/10   2/10   3/10   4/10   5/10   6/10   7/10  8/10  9/10 10/10

!        !        !        !        !        !        !        !        !        !        !    

                                          50/100  

On peut penser à utiliser le fait que comme 5/10 = 50/100 et que les décimaux respectifs sont obtenus toujours par divisions à la calculatrice, alors il suffirait de faire 5 :10 et 50 :100  pour valider que 0,5 = 0,50, mais la calculatrice affiche dans les deux cas seulement 0,5

Il faut alors chercher une autre activité pour placer les élèves en situation de valider par eux-mêmes le fait que 0,5 = 0,50, car si c’est l’enseignant que leur dit tout simplement ceci on produirait une rupture du contrat didactique. N’oublions pas que tout ce qu l’on enseigne en mathématiques, doit être possible d’une validation par les élèves.

  Activité pour donner du sens aux élèves du CM2 à l’égalité  0,5 = 0,50

On utilise le morphisme avec les fractions

Exemple :    

                                                                                      1

1/100   +   49/100   =   50/100                                   0,01

                                                                              +

(1:100) + (49:100) =  50:100                                  0,49 

0,01      +   0,49       =   0,5                                         0,50

Les élèves concluent que 0,50 = 0,5

Un autre :

                                                                                        1

¼    +      ¼     =     2/4                                                 0,25

(1:4) +  (1:4) =    2:4                                            +

0,25   +  0,25  =      0,5                                               0,25

                                                                                     0,50

Commentaire: on voit ici, combien est utile que nos élèves apprennent les techniques des opérations posées avec les nombres entiers naturels.

On peut voir aussi l’exemple:

                                                                                                  1  1

1/1000   +   499/1000   =   500/1000                                   0,001

                                                                                        +

(1:1000) + (499:1000) =  50:100                                     0,499 

0,001      +   0,499          =   0,5                                           0,500

Les élèves disent que 0,5 = 0,50 =0,500

On peut proposer d‘autres cas similaires pour renforcer cette règle, par exemple:

1/1000  + 399/1000 

1/10 + 39/100

Commentaire : il faut dans une autre séance travailler sur des cas où on voit que des 0 ne peuvent pas se supprimer car dans ce cas le  nombre change. Par exemple dans 1,023 le 0 ne doit pas être supprimé.

IV -  Séance : à partir des décimaux, trouver des fractions respectives dans le morphisme.

On donne des décimaux comme: 0,5    0,2  0,25   0,3     0,125   0,75    1,5    2,5    3,2

Et on demande dans la première phase de trouver des fractions correspondantes.

On a placé 0,5 au départ, car les élèves connaissent que pour 0,5 une fraction est ½ et de même que si  on leur demande de trouver d’autres ils peuvent trouver très vite 2/4 ; 3/6 ; 4/8 ; 5/10

On travaille sur 0,2 pour trouver 2/10 On arrive au fait que dans le cas où le décimal est de la forme 0,1  0,2  0,3  0,4  0,5  0,6  0,7  0,8  0,9 on trouve facilement des fractions de dénominateur 10; c’est à dire  1/10, ….9/10

De même on trouve que quand on a deux chiffres après la virgule on trouve facilement des fractions de dénominateur 100.   On le fait aussi jusqu’à trois chiffes après la virgule, par exemple avec 1/1000 ; 2/1000 ; 3/1000. … 9/1000 

Dans une deuxième phase on demande de les ordonner du plus petit au plus grand. Ici plusieurs stratégies se présentent.

1° écrire tous les nombres avec le nombre de chiffres après la virgule identique :

0,500   0,200   0,250   0,300    0,125    0,750     1,500     2,500    3,200 et ensuite les ordonner . Chercher le plus petit, en suite le plus petit de ceux qui restent et ainsi jusqu’au plus grand.

0,125   0,200   0,250   0,300   0,500    0,750     1,500    2,500    3,200

 2° regarder que le premier chiffre après la virgule pour ceux qui commencent par 0,…et les ordonner ; si le premier chiffre est identique, regarder le deuxième. Ensuite regarder pour les autres le chiffre des unités et les ordonner.

0,125   0,200   0,250    0,300    0,500   0,750    1,500     2,500     3,200  

V -  Multiplication d’un décimal par un entier.

Phase 1. On se propose d’utiliser le morphisme

Avec des exemples en progression :

1/10 x  5  = 5/10                                      5             

(1:10)x5  = (5:10)                              x  0,1

0,1 x 5 =      0,5                                       0,5  résultat direct
½  x  6  = 6/2                                      6             

(1:2)x6  = (6:2)                              x  0,5

0,5 x 6 =  3                                       3,0 résultat avec placement de virgule

1/4x  5  = 5/4                                      5             

(1:4)x5  = (5:4)                              x  0,25

0,25 x 5 =  1,25                                       25

                                                         __10

                                                            1,25  résultat avec placement de virgule et addition des produits intermédiaires

Les élèves expliquent qu’on multiplie comme d’habitude pour les nombres entiers et ensuite on place la virgule en partant de la droite vers la gauche autant de chiffres comme il y avait dans le nombre donné. Et quand il y a des 0 à droite du dernier chiffre après la virgule, on les élimine pour écrire le résultat final.

 Phase2 cas où il y a des 0 ailleurs

                                                                   1

½ x 42 = 42/2                                            42

(1:2) x 42 = (42:2)                                 x 0,5   

0,5 x 42  = 21                                           21,0 

½ x 60 = 60/2                                            60

(1:2) x 60 = (60:2)                                 x 0,5  

0,5 x 60  = 30                                           30,0 

1/100x 50 = 50/100                                           50

(1:100) x 50 = (50:100)                                 x 0,01   

0,01 x 50  = 0,5                                                 0,50

1/100x102 =102/100                                           102

(1:100) x102 = (102:100)                                x 0,01   

0,01x 102  = 1,02                                                1,02 

VI -  L’utilisation des décimaux pour calculer une fraction d’une mesure.

a) phase 1

Avec des longueurs:

Exemple calculer ¾ de 140cm de deux façons : 1°) à l’aide de la fraction et 2°) à l’aide du décimal respectif.                                                                                     1 

1°façon :         (140:4)x3 =35 x 3 =105 (en cm)             140!   4                    35

                                                                               12       35                  x3    

                                                                                 20                          105  

                                                                                 20

                                                                                    0 

2°façon :         (3:4) x 140 = 0,75 x140 = 105 (en cm)

Ici la valeur de 3:4  est rappelée ou obtenue comme 3:4 à la calculatrice, par contre on leur fait poser la multiplication.

    140

   x0,75
     7 00

   9 80_

  105,00 c'est-à-dire 105

b) phase2 

On propose aux élèves de calculer de deux façons :

2/5 de 600kg

3/2 de 1000km

5/4 de  900litres

Conclusions

L’enseignement des décimaux tel que nous vous l’avons proposé a l’intention d’éviter les erreurs classiques comme par exemple : voir dans une écriture d’un décimal deux parties indépendantes, la partie entière et la partie décimale. Cette erreur qui provient des introductions des décimaux à partir des mesures, par exemple des longueurs, exprimées en m et cm, ne se produit plus quand on utilise les morphismes, (dans la relation d’ordre et dans les opérations), avec les fractions telle que nous vous l’avons présenté de façon résumée, mais en couvrant les différents aspects de la structure des nombres décimaux dans un premier approche.
Par rapport à la formation des enseignants, nous relevons les points suivants à signaler avec les formés :

· Variable didactique, par exemple le choix des fractions 1/10 et 3/10 pour introduire, permet de valider la somme 0,1 + 0,3 = 0,4 sans avoir dans cette addition à gérer des retenues qui détournent les élèves et l’éloignent d’une validation personnelle

· Ordre dans la progression didactique de la signification de la notion de nombre décimal : les nombres décimaux dans un univers purement numérique d’abord, après les utilisation pour calculer des fractions décimales des mesures d’un univers précis, par exemple des longueurs. Dans ce cas les décimaux trouvent tout leurs sens comme un outil mathématique qui permet de calculer plus rapidement et par l’utilisation de l’écriture décimale, avec presque les mêmes lois que la multiplication des entiers, sauf qu’il faut bien gérer le placement de la virgule.
· Rupture inconsciente de contrat didactique, quand l’enseignant se presse d’écrire 0,5 + 0,5 = 1,0 et ensuite 1,0  = 1 parce qu’il pense qu’il ne faut pas faire un apprentissage spécifique à cette type d’égalité et que ceci « ça va de soit » Nos élèves doivent valider les égalités du type 1,000 = 1,00 =1,0 =1 et là on voit que le fait d’utiliser le morphisme avec les fractions s’avère très efficace
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Quelques exemples de différentes transpositions didactiques à l’aide des travaux du Groupe national Mathématiques/ F.Boule / Approches pédagogiques
Exemple 6 de « transposition didactique 
Une approche historiquement ancienne (antérieure à 1970) consiste à définir une fraction comme une division à faire : « 17/3 = diviser 17 par 3 » ; l’écriture et la technique de la division étant supposées connues, cette définition permet de disposer aussitôt d’un décimal aussi proche que l’on veut, en poursuivant la division. Cette définition, qui a l’avantage de présenter parallèlement fractionnes encadrement décimal, ne donne pas un statut de nombre aux fractions, ce qui rend vide de sens leur addition (on ne peut “additionner” des procédures) ou leur produit. La comparaison est rendue difficile, voire faussée puisqu’on ne peut comparer par exemple 3/17 et 2/11 sans passer par une approximation décimale. La maîtrise très incertaine de la division avec quotient décimal rend cette définition, non seulement insatisfaisante, mais malaisée. On pourrait penser que l’usage des calculettes est de nature à faciliter cette approche. Il n’en est rien puisque la calculette rend un résultat tronqué. La définition, qui confondrait alors 2/3 et 0.666666, en devient fautive.
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Exemple 7 de « transposition didactique 

Une approche de nature voisine, et qui a eu un succès certain dans les années 70 est fondée sur l’usage des « opérateurs ». Un opérateur est défini par la donnée de deux listes Ainsi défini fonctionnellement, un opérateur peut être étudié indépendamment des listes, et notamment être intégré dans des chaînes. Ces chaînes permettent commutations, associations et réductions.

Une fraction est définie comme une chaîne composée d’une multiplication et d’une division 
Cette définition peut sembler relever d’un certain arbitraire. Mais elle facilite beaucoup l’étude de certaines propriétés et particulièrement l’usage du calcul multiplicatif. En effet, moyennant un léger flou initial (qui risque peu de froisser les élèves), on accepte volontiers la commutativité et l’associativité des opérateurs. En revanche elle a deux inconvénients majeurs. D’une part le nombre 4 et la fraction × 4 sont, par définition, des objets de nature différente, et il faut admettre que × 1/2 opérant sur le nombre 1 produit le nombre 1/2. D’autre part, comme précédemment, la comparaison et surtout l’addition d’opérateurs sont dépourvues de sens. Ces approches peuvent être appelées “fonctionnelles” puisqu’elles privilégient une propriété algébrique.

La première approche qui sera présentée ci-dessous offre quelque parenté avec celle-là :

Un automate, partant du zéro d’une graduation, arrive au point 7 en trois sauts (
Un saut est un déplacement, mais on lui associe implicitement la longueur du saut, qui est repérée par un nombre. C’est l’avantage de cette définition par rapport à la précédente. Mais on retrouve le même arbitraire formel lorsque l’on désigne ce saut par la fraction 7/3.

Le versant “transformations” du contexte des sauts permet d’étudier aisément les équivalences, c’est à dire la “simplification” des fractions, de laquelle découle les procédures de calcul. En revanche la signification des opérations somme et produit réclame, comme on va le voir, de recourir au versant“mesure”.

Exemple 8 de « transposition didactique 

Les approches suivantes privilégient toutes une relation avec la mesure.

La première, d’usage encore très répandu, consiste à utiliser la représentation proposée Mais Elle a un grave inconvénient : elle permet difficilement d’aborder des fractions supérieures à l’unité.

En effet on n’a pas de mal à accepter que la partie grisée représente un tiers, même en l’absence du disque référence.

En revanche si la figure de référence n’est pas un disque) la partie grisée n’a plus de sens en

l’absence de l’unité de référence. Ce qui est pire encore, c’est la représentation d’une fraction

supérieure à l’unité
On voit mieux encore le risque de confusion si l’unité de référence n’est pas un disque ailleurs, si cette approche facilite les comparaisons et additions de fractions de même dénominateur, elle n’est pas opérante en ce qui concerne les comparaisons de fractions quelconques et le produit d’une fraction par un entier ou le produit de deux fractions.
Une dernière approche permet de définir fractions et décimaux par un système de mesure.

On considère un objet L à mesurer et une unité de longueur U, subdivisée en dix sous-unités 
On peut écrire d’abord U < L < 2 U, puis 1U 8V < L <1U 9V. Ou encore

18 V < L < 19V. Le processus peut se poursuivre. On définit ainsi un système (U,V,W…). La

position de l’unité principale U est marquée par une virgule :

Def. : 18V = 1U 8V = 1,8 U

Si, au lieu d’un partage en dix parties, on utilise un partage en trois, on créé une subdivision en tiers.

C’est la seconde approche qui sera développée ci-dessous.
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Elle présente un avantage considérable qui est de permettre rapidement des comparaisons

empiriques, en constituant diverses graduations, et de donner une interprétation très accessible de l’addition et même (quoique moins simple) de la multiplication. Deux difficultés se présentent cependant, dont l’une est de caractère théorique.

La première est due à la confusion de la longueur et du repère de l’extrémité :

1/3 1/3 1/3

La seconde difficulté, plus théorique, n’est certainement pas un obstacle pédagogique : il est

nécessaire d’admettre que la formule donnant l’aire d’un rectangle, que l’on peut établir pour des côtés dont les mesures sont des entiers est encore valable pour des côtés dont les mesures ne sont pas entières.

Cette définition a l’intérêt de lier fermement les décimaux aux fractions et permet de ramener les comparaisons et tous les calculs sur des décimaux à des calculs sur des entiers par translation d’unité principale :

Ce système fonctionne bien tant que l’on conserve la base dix, c’est-à-dire les décimaux et fractions décimales. La définition de 2/3 comme “nombre à virgule” obligerait à recourir à la base trois, ce qui n’est pas souhaitable puisque les bases autres que dix n’ont aucun usage au-delà du CP. Mais ce système a l’avantage d’offrir un recours simple et sûr en cas de difficulté, notamment concernant la comparaison et l’ordre et en particulier dans le cas de l’erreur classique qui consiste à confondre a, b avec le couple (a , b). Mais, pour l’addition, il oblige à un détour par un tableau plus compliqué encore lorsqu’il s’agit de la multiplication.

En résumé, une bonne représentation des fractions et des décimaux doit :

• s’appuyer sur une mesure (par exemple de longueur),

• favoriser le repérage d’une fraction ou d’un décimal par rapport à d’autres,

• ne pas favoriser les fractions inférieures à l’unité,

• donner un moyen d’établir et de consolider les procédures de calcul. _
La transposition didactique et les pratiques de référence]
L'élaboration des contenus disciplinaires est un processus complexe. L'évolution des programmes est sans aucun doute liée à des questions de société. Le jeu des références savantes, d'une certaine image de la discipline et des valeurs associées, des finalités attribuées à telle ou telle formation conduit à des choix dans les contenus. Ce qui est important de noter est que, même pour des disciplines "dures" telles que les mathématiques ou les sciences, le savoir enseigné est un savoir reconstruit spécifiquement pour l'enseignement. 
Sur les diverses transpositions sur les fractions

Le savoir savant pris en référence est d'une part un savoir décontextualisé et souvent coupé de son histoire.(Voir les exemples 1 et 2), Ce savoir savant fait alors l'objet d'une transposition (recontextualisation, reproblématisation, voire redéfinitions) pour être enseigné à un niveau donné. Cette première transposition faisant donc passer d'un savoir savant à un savoir à enseigner, est, de fait, suivie par une seconde transposition, celle-là même qui, par sa mise en acte par les enseignants (mais aussi l'inspection, les éditeurs, etc.) conduit à un savoir enseigné ayant ses spécificités. (Y. Chevallard)

C'est souvent le mot "savoir" qui est utilisé. Il faut avoir à l'esprit que ce savoir est non seulement celui des connaissances livresques, mais aussi celui des savoir-faire associés. Le choix des savoir-faire à faire acquérir aux élèves dépend évidemment de la finalité de l'enseignement et donc des pratiques prises en référence. Ces pratiques peuvent être celles d'une activité professionnelle identifiée (en sciences notamment) mais peuvent être des pratiques sociales, l'expression étant prise dans un sens large (J.L. Martinand). C'est ainsi que l'on peut définir une capacité à demander son chemin, à savoir lire un mode d'emploi ou un document technique en allemand, en anglais...

Le triangle didactique 

Le schéma de base d'une situation d'enseignement est ce qu'on appelle le triangle didactique. Il vise à mettre en évidence les nécessaires interactions (côtés du triangle) entre 3 pôles (les trois sommets du triangle) : le savoir, le maître, l'élève.

Ce schéma permet d'analyser différents modes pédagogiques. L'une des propositions récentes est celle du maître médiateur : celui-ci n'est alors plus celui qui donne le savoir à l'élève,(on parle alors de savoir réifié ), mais celui qui aide l'élève à s'approprier un savoir. : De manière générale, la réification consiste à transformer ou à transposer une abstraction en un objet concret, à appréhender un concept, comme une chose concrète. 
Nous n’employons pas  les termes concrets et abstraits, car pour nous ce sont les morphismes structurants entre les actions directement expérimentables et les actions accompagnées d’une formalisation qui sont au cœur de l’enseignement.
Cette interaction peut alors se représenter comme la médiane issue du sommet "maître". Ces interrelations nécessitent la mise en place d'un milieu didactique propice à l'acquisition des connaissances par les élèves.

II Situation, milieu didactique 

En classe l'enseignant élabore une situation en fonction d'un objectif d'apprentissage, mais en dissimulant suffisamment cet objectif pour que l'élève ne puisse l'atteindre que par une adaptation personnelle à la situation. (G. Brousseau)

La résolution de la tâche et l'apprentissage qui en résulte dépend de la richesse du milieu didactique dans lequel sont alors placés les élèves. Le milieu didactique est la partie de la situation d'enseignement avec laquelle l'élève est mis en interaction. Il est défini par des aspects matériels (instruments, documents, organisation spatiale, etc.) et la dimension sémiotique associée (que faire avec, pourquoi faire avec, comment faire avec...).

C’est pour montrer bien l’importance de ce milieu didactique,que nous avons bien explicité l’exemple 5.

Dans cet exemple nous avons tenté de placer les élèves dans un univers directement expérimentable, c'est-à-dire dans une situation a-didactique .Les élèves ne cherchent pas une solution tout faite mais ils s’approprient de la question sans atteindre la solution de l’enseignant

« La théorie des situations comporte donc deux objectifs, d’une part l’étude de la consistance

des objets et de leurs propriétés (logiques, mathématiques, ergonomiques), nécessaires à la

construction logique et à l’invention de « situations », et d’autre part la confrontation

scientifique (empirique ou expérimentale) de l’adaptation de ces modèles et de leurs

caractéristiques avec la contingence.

Les situations hypothétiques considérées appartiennent à deux catégories : les situations

didactiques où un actant, un professeur, par exemple, organise un dispositif qui manifeste son

intention de modifier ou de faire naître les connaissances d’un autre actant, un élève par

exemple et lui permet de s’exprimer en actions, et les situations « non didactiques » où

l’évolution de l’actant n’est soumise à aucune intervention didactique directe. Rq : la

dénomination n’est pas heureuse car une telle situation peut servir dans un projet didactique et

à ce titre être dite « didactique : qui sert à enseigner », suivant l’usage commun). La

modélisation des enseignements effectifs conduit à combiner les deux : certaines situations

didactiques ménagent au sujet de l’apprentissage des situations partiellement libérées

d’interventions directes : les situations a-didactiques. »
Situation (a-didactique) d’action (relative à une connaissance)

C’est une situation où la connaissance du sujet se manifeste seulement par des décisions, par

des actions régulières et efficaces sur le milieu et où il est sans importance pour l’évolution

des interactions avec le milieu que l’actant puisse ou non identifier, expliciter ou expliquer la

connaissance nécessaire. Dans notre situation d’introduction des fractions ceci correspond à l’étape des  actions directement expérimentables avec les bandes.

Par exemple quand les élèves plient les bandes pour résoudre une question il font appel dans les actions directement expérimentables au modèle implicite : par pliage et superposition on obtient deux bandes superposables

Un des objets de la théorie des situations didactiques en mathématiques T.S.D.M) est de classer les situations et par conséquent les connaissances en fonction de leurs rapports et des possibilités d’apprentissage et d’enseignement qu’elles offrent.»

La théorie classe les situations selon leur structure (action, formulation, validation, institutionnalisation etc.) lesquelles déterminent des types de connaissances (modèles implicites d’action, langages, théorèmes…) différents. Cette typologie explique aussi et

l’expérience montre que leurs modes d’apprentissages sont différents.

. Ensuite, par exemple quand ils expliquent pour 1/3,  ils sont dans en situation de formulation
Situation (a-didactique) de formulation (d’une connaissance)

C’est une situation qui met en rapport au moins deux actants avec un milieu. Leur succès

commun exige que l’un formule la connaissance en question (sous une forme quelconque) à

l’intention de l’autre qui en a besoin pour la convertir en décision efficace sur le milieu. La

formulation consiste pour ce couple d’actants à utiliser un répertoire connu pour formuler un

message original, mais la situation peut conduire à modifier ce répertoire. On peut déduire

théoriquement et vérifier expérimentalement qu’une formulation « spontanée » de

connaissance exige que cette connaissance existe préalablement comme modèle implicite

d’action chez les deux actants.

. Quand ils valident que 12:3 = 4 cm correspond bien à 1/3 de la bande unité de 12cm ils sont dans une situation de validation.

Situation (a-didactique) de validation (sociale et culturelle)

Une situation de validation est une situation dont la solution exige que les actants établissent

ensemble la validité de la connaissance caractéristique de cette situation. Sa réalisation

effective dépend donc aussi de la capacité des protagonistes d'établir ensemble explicitement

cette validité. Celle-ci s'appuie sur la reconnaissance par tous d'une conformité à une norme,

d'une constructibilité formelle dans un certain répertoire de règles ou de théorèmes connus,

d'une pertinence pour décrire des éléments d'une situation, et/ou d'une adéquation vérifiée pour la résoudre. Elle implique que les protagonistes confrontent leurs avis sur l’évolution du

milieu et s’accordent selon les règles du débat scientifique.

 Quand on institutionnalise les fractions du type 1/m en disant avec nos élèves, que ceci veut dire 1 bande unité pour m bandes superposables entre elles, on est dans une situation d’institutionnalisation. Une autre institutionnalisation  de 1/m est faite quand on dit avec les élèves que 1/m correspond à une division par le diviseur m.
. Situation d’institutionnalisation d’une connaissance

C’est une situation qui se dénoue par le passage d’une connaissance de son rôle de moyen de

résolution d’une situation d’action, de formulation ou de preuve, à un nouveau rôle, celui de

référence pour des utilisations futures, personnelles ou collectives. Exemple : la résolution

d’un problème, si elle déclarée typique peut devenir méthode ou théorème. Avant

l’institutionnalisation, l’élève ne peut pas se référer à ce problème qu’il sait résoudre : devant

un problème semblable, il doit produire à nouveau la démonstration. Au contraire après

l’institutionnalisation, il peut utiliser le théorème sans en redonner la démonstration ou la

méthode sans la justifier. L’institutionnalisation comporte donc un changement de convention

entre les actants, une reconnaissance (justifiée ou non) de la validité et de l’utilité d’une

connaissance, et une modification de cette connaissance - qui est « encapsulée » et désignée -

et une modification de son fonctionnement. Il correspond donc à une institutionnalisation une

certaine transformation du répertoire commun accepté et utilisé par ses protagonistes.

L’institutionnalisation peut consister en une adjonction au répertoire mais aussi en un retrait

d’une croyance commune reconnue soudain comme fausse. Les connaissances du répertoire

fonctionnent avec un jeu de status plus complexe, suivant leur usage. Une institutionnalisation

peut consister en modifications plus subtiles. Par exemple l’adoption d’un abus de langage

comme signe de l’appartenance à une institution.

L’institutionnalisation peut déjà se produire dans des situations a-didactiques d’autoapprentissage espontané et aussi dans des processus auto-didactiques, c’est alors une

convention interne au groupe d’actants (institutionnalisation non didactique).

Mais elle est évidemment fondamentalement liée au processus didactique et résulte d’une

intervention spécifique. C’est elle qui permet au professeur et à l’élève de reconnaître et de

légitimer « l’objet de l’enseignement », même s’ils le voient de façons différentes. Elle peut

consister en la reconnaissance par l'enseignant de la valeur d’une production des élèves.

Elle affirme alors :  que la proposition de l’élève est valide et reconnue comme telle hors du contexte particulier de la situation présente, qu'elle servira dans d'autres occasions, encore

non connues, qu’il sera alors plus avantageux de la reconnaître et de l’utiliser sous sa

forme réduite que de l’établir à nouveau, qu’elle sera acceptée directement par tous ou au

moins par les initiés.

III Le contrat didactique 

Un contrat didactique (Y. Chevallard) implicite passé entre le maître et les élèves garantit, si les clauses du contrat sont respectées par chacun, que les échanges de la classe se passeront sans difficulté majeure. Ce contrat légitime les statuts, les rôles, les attentes de rôle, de chacun vis-à-vis de l’autre, à condition qu’il n’y ait pas « tromperie sur la marchandise » ou « erreur d’interprétation ».

Dans l’exemple 5 , nous avons comme contrat didactique que :  toute propriété  nouvelle, qui devra être exprimée dans le système symbolique doit être validé par le résultat d’une action des élèves, (voir le cas de 1/3 + 1/3 = 2/3). 
Dévolution

Processus par lequel l'enseignant parvient dans une situation didactique à placer l'élève comme simple actant dans une situation a-didactique (à modèle non didactique). Il cherche par là à ce que l’action de l’élève ne soit produite et justifiée que par les nécessités du milieu et par ses connaissances, et non par l’interprétation des procédés didactiques du professeur.
 La dévolution consiste pour l’enseignant, non seulement, à proposer à l'élève une situation qui doit susciter chez lui une activité non convenue, mais aussi à faire en sorte qu'il se sente

responsable de l’obtention du résultat proposé, et qu’il accepte l’idée que la solution ne

dépend que de l’exercice des connaissances qu’il possède déjà. L’élève accepte une

responsabilité dans des conditions qu’un adulte refuserait puisque s’il y a problème puis

création de connaissance, c’est parce qu’il d’abord doute et ignorance. C’est pourquoi la

dévolution créée une responsabilité mais pas une culpabilité en cas d’échec.

La dévolution, fait pendant à l'institutionnalisation. Ce sont les deux interventions didactiques

du professeur sur la situation « élève –milieu -connaissance ». Elle est un élément important

sui generis du contrat didactique.
Glissements métacognitif et metadidactique

Le glissement métacognitif est le remplacement d’une connaissance par un de ses modèles,par une description en métalangage. Le glissement metadidactique est le processus didactique qui conduit à l’utilisation didactique effrénée du glissement métacognitif.

Lorsqu'une activité d'enseignement a échoué, le professeur peut être conduit à se justifier et,

pour continuer son action, à prendre ses propres explications et ses moyens heuristiques

comme objets d'étude à la place de la véritable connaissance mathématique. D’objets d’études ils deviennent par le même processus objets d’enseignement. Cet effet peut se réitérer, se cumuler plusieurs fois, concerner toute une communauté et constituer un véritable processus échappant au contrôle de ses acteurs. L'exemple le plus frappant est probablement celui qui concerne l'usage des graphes dans les années 60 pour enseigner les structures, méthode à laquelle s'est attaché le nom de G. Papy. Les propriétés ou les objets mathématiques étaient définis par des prédicats, eux même représentés par des ensembles, représentés par des graphes, eux mêmes par des « patates » etc. Chaque niveau avait son langage propre et son métalangage. Une relation réflexive devenait « une relation bouclée partout ».
Nous vous présentons ici un exemple :

Il s’agit de représenter par des diagrammes des ensembles : un ensemble de référence : les nombres entiers, et trois ensembles : les multiples de 15, les multiples de 20 et les multiples de 15 et 20

Les élèves peuvent penser à plusieurs représentations
Représentation 1

Soit le rectangle qui symbolise l’univers des nombres entiers naturels
Les deux cercles représentent l’un les multiples de 15 et l’autre les multiples de 20

Et le petit cercle les multiples de 15 et 20 en même temps

Cette représentation n’est pas en accord avec celle qui est utilisée

[image: image61.emf]
Représentation 2

Il s’agit de celle qui est utilisée, (diagrammes de Venn) En fait c’est toute la partie commune au deux disques, (au sens topologique), qui représente l’ensemble des multiples de 15 et de 20 
[image: image62.emf]
Représentation 3

Les élèves peuvent penser à celle-ci’
[image: image63.emf]
Représentation 4

Les élèves peuvent penser à celle-ci aussi

[image: image64.emf]
Représentation 5
Mais aussi celle-ci peut être proposée

[image: image65.emf]
Comme on le voit il faudra que l’enseignant apprenne aux élèves les lois topologiques qui régissent la représentation des ensembles en diagrammes de Venn et alors les élèves comprendront que  seulement la représentation 2 est valide selon les « lois de la représentation », qui ne sont pas autre chose que des lois topologiques sur l’espace de la feuille et  qui rendent compte visuellement de l’algèbre de Boole des  ensembles inclus dans l’ensemble de référence(l’univers de référence , représenté par le rectangle.

Mais maintenant la question d’enseignement sur les  multiples viendra après avoir appris le fonctionnement de la représentation de Venn. C’est un premier glissement métadidactique, car il faudra tout un métalangage pour explique les diagrammes .
C’est ainsi que l’enseignant doit faire un objet d’apprentissage le fonctionnement des diagrammes de Venn

Un exemple de l’enseignement des diagrammes ensemblistes, sur le site www.informaticem.net/StdeVie/stvie2 :

[image: image66.png]Structures de vie
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Livret d'information pour les maitres




 

ALGEBRE DES ENSEMBLES

 

Intersection ‑ Réunion ‑ Différences

 

Frères et soeurs:

 

—J'ai un petit frère depuis hier soir.

—Moi, j'en ai eu un, il y a 3 mois déjà.

—Moi, j'ai deux petites sœurs.

—Michelle, c'est la plus forte: elle a 3 sœurs et 4 frères.

—Patrice, il n'a ni frère, ni sœur.

—On va tous se dessiner au tableau et on entourera ceux qui ont des

frères et ceux qui ont des sœurs.
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Comme on le voit pour expliquer le fonctionnement  de diagrammes on introduit les tableaux à double entrée qui est une autre représentation ensembliste pour deux ensembles. C’est un nouveau glissement métadidactique!
Dans notre exemple d’introduction des fractions, il faut bien évaluer si les élèves sont vraiment dans une action directement expérimentable. C'est-à-dire que les premières questions ne doivent pas poser des difficultés aux élèves. Dans aucun cas dans notre transposition didactique des fractions aux « bandes » on a vu les élèves en difficulté. 

Par contre si on introduit par « les tartes » et « les disques », on place les élèves en difficulté pour les fractions supérieurs à l’unité et alors les enseignants peuvent faire des « glissement métadidactiques ».
L’enseignement de la géométrie et les concepts fondamentaux de la didactique.

Situation-problème  « 64 = 65 »

Il s'agit de situations didactiques construites autour d'un "problème", le terme désignant un questionnement, une énigme, issue d'un objet, d'une observation, etc. (en général avec un support concret), dont la résolution nécessite l'investissement des élèves.

Les élèves n'ont pas au départ, tous les moyens de répondre à la question. Ils doivent tout d'abord s'approprier le questionnement (dévolution) et mettre en œuvre leurs connaissances et leur ingéniosité pour trouver 'une' solution (en passant par une expérience concrète si besoin).

La situation didactique peut être choisie par l'enseignant de façon que le problème révèle un conflit (cognitif) et que la résolution corresponde donc au franchissement d'un obstacle. Enfin, l'activité n'est pas nécessairement individuelle mais peut reposer sur un travail de groupe pouvant faire apparaître des conflits (socio-cognitifs).

Dans la situation « 64 = 65 »  nous avons un « obstacle didactique », très fort : quand on découpe et on recompose des figures, tel qu’on l’a fait souvent dans l’école primaire, l’aire ne change pas .
Obstacle épistémologique, obstacle didactique, objectif-obstacle 

L'histoire des concepts scientifiques (épistémologie) montre que ceux-ci se sont construits non seulement contre l'évidence empirique, mais aussi par paliers de rectification - voire de modifications profondes - des connaissances antérieures. Des obstacles ont ainsi dûs être franchis pour progresser dans la connaissance. C'est la notion d'obstacle épistémologique introduite par [Gaston Bachelard].

Dans le cadre de l'enseignement, l'apprentissage d'une nouvelle connaissance peut également nécessiter de franchir un obstacle, qu'il soit celui de "l'évidence" issue de la vie courante et des systèmes "explicatifs" ainsi présents dans l'esprit de l'apprenant, ou qu'il soit celui d'une difficulté conceptuelle liée au domaine lui-même (conception de la conservation de la matière, concept d'énergie, de température, de champ, etc.). A l'aspect épistémologique présenté ci-dessus, correspond donc un aspect psychologique inauguré par Jean Piaget.

Du point de vue didactique, ces obstacles, qualifiés parfois d'obstacles didactiques, peuvent alors être considérés comme des étapes-clés à franchir, et donc comme des objectifs de l'enseignement. C'est le concept d'objectif-obstacle introduit par Jean-Louis Martinand.

Le statut de l'erreur diffère selon les conceptions théoriques

· Selon le behaviorisme, l'enseignement doit viser un apprentissage sans erreur. Ce dernier se réalise par exercice, répétition et renforcement des "bonnes réponses". L'élève est progressivement guidé vers la réalisation d'un objectif (l'apprentissage programmé). L'enseignement dit inductif, qui inspire bon nombre de disciplines, illustre bien cette conception. 

· Selon le constructivisme, l'apprentissage est un processus de réorganisation de connaissances généralement conflictuel (les connaissances nouvelles s'appuient sur des connaissances anciennes qui peuvent être remises en cause). L'erreur témoigne donc des difficultés que doit résoudre l'élève pour produire une connaissance nouvelle ; on évoque alors le fameux conflit cognitif que l'élève doit résoudre. La correction de l'erreur par un élève indique ainsi qu'il a surmonté ces difficultés en construisant une réponse nouvelle.

· Selon les conceptions issues de la théorie de l'information, les erreurs proviendraient d'un défaut de représentation de la situation, de stratégie de réponse ou d'un contrôle insuffisant.

L'appréciation d'une erreur selon la performance réalisée n'est pas nécessairement le meilleur moyen d'identification et offre peu de garantie pour en caractériser la nature. En effet, pas plus qu'une mauvaise réponse, une bonne réponse ne peut signifier que le raisonnement mis en jeu est celui attendu, ou que l'élève a compris la démarche mise en œuvre. En matière de conceptualisation, bien souvent la réussite précède la compréhension (4).

L'erreur est humaine… son analyse aussi

Cependant, dans les pratiques courantes, l'erreur est le plus souvent envisagée d'un seul point de vue, celui de l'élève. Auteur et responsable de l'erreur, celle-ci témoignerait des compétences mises en jeu, de défauts cognitifs plus ou moins chroniques et propres à chaque élève. C'est ainsi que des profils d'élèves fondés sur des classes de difficultés supposées sont souvent à l'origine de l'organisation de groupes de soutien ou d'aide proposés actuellement par l'institution. 

Cette conception "internaliste" de l'erreur se fonde sur une philosophie substantialiste de la formation des connaissances et l'idéologie indivualiste. Or, il est clair que l'enseignement engendre des erreurs ou des apprentissages "mal montés" qu'il faudra nécessairement rectifier par la suite. De même que dans les dispositifs proposés aux élèves, il y a des erreurs "embarquées" que l'on retrouvera dans les actions réalisées par les élèves. Comme dans les systèmes techniques, les erreurs produites par les systèmes d'enseignement sont aussi le résultat d'actions humaines. Mais, comme les travaux ergonomiques ont pu le montrer dans divers environnements de travail, l'erreur est généralement réservée au "combattant de première ligne" et rarement à "l'état major".Les seules caractéristiques de l'élève sont souvent insuffisantes pour comprendre les erreurs réalisées. L'origine de celles-ci est plutôt à rechercher dans l'interaction élève-tâche et, d'une façon générale, les erreurs sont à resituer dans l'environnement de travail de l'élève. L'erreur constatée dépasse le niveau individuel de son auteur. Elle est le signe d'une possibilité d'action humaine, c'est à dire réalisable par un autre individu que par celui qui la produite : comme beaucoup d'actions humaines, les erreurs se transmettent et se partagent aussi. Elles sont d'ailleurs à la base des regroupements d'élèves évoqués plus haut. Il est toujours difficile de déterminer l'origine d'une erreur, car celle-ci doit être resituée à la fois par rapport :

· à la spécificité des domaines de connaissances (les difficultés d'apprentissage de la technologie, de l'anglais, de l'histoire, etc. sont de nature différente ) ;

· aux situations didactiques de transmission de ces savoirs ;

· aux connaissances dont dispose déjà l'élève.

L'analyse de l'erreur est à replacer dans le contexte de sa production. Ce qui englobe les prescriptions ou les attentes du concepteur de la tâche, ses exigences d'enseignant, sur tel ou tel aspect de la réalisation. Elle est au cœur du contrat didactique qui régule les attentes respectives du professeur et des élèves, et de la négociation du sens de l'activité réalisée à propos d'un enjeu de savoir. 

L'analyse de l'erreur fait référence à des situations concrètes dont les interprétations peuvent variées selon les points de vue (5, 6). L'analyse de l'erreur diverge selon les spécialistes (psychologue, didacticien, sociologue, ergonome), tout comme l'analyse du didacticien peut diverger de celle du praticien. L'analyse du professeur se distingue de celle de ses collègues : une erreur "grave" pour l'un est considérée comme "vénielle" par tel autre, extérieur à la situation ; l'analyse faite par le professeur, celle faite par l'élève ou par le groupe-classe, etc. sont autant d'interprétations qui supposent contacts humains et échanges sociaux.

Les deux facettes de l'erreur

Les faces positives et négatives ne sont pas traitées équitablement par les catégories du sens commun. En désignant l'erreur comme relevant de la responsabilité de l'individu, le langage courant met l'accent exclusivement sur la face négative de l'erreur alors que les causes peuvent être externes et liées au système didactique, par exemple. La face positive est alors systématiquement négligée. L'erreur est rarement envisagée comme le signe de ce dysfonctionnement qui renverrait à la fois à l'analyse du système et de l'activité des élèves. Elle est encore moins envisagée comme un mode de régulation que se donne l'élève pour réduire le dysfonctionnement auquel il est confronté, pour fournir "malgré tout" une réponse à une situation qui le dépasse…L'erreur, ce n'est pas seulement ce qui ne répond pas à une norme, c'est aussi ce qui a été fait à la place d'autre chose, ce qui a été empêché de se faire. C'est le signe annonciateur de la réalisation d'une nouvelle action, c'est une ouverture sur ce qui aurait dû ou pu se faire, sur ce qui devrait se faire moyennant des changements, sur ce qui se fera ultérieurement. Pour le professeur, l'erreur ce n'est pas seulement l'écart à une norme, c'est aussi le signe que l'élève se fait sujet de la question posée (7), c'est le signe de son engagement dans la tâche, qu'il s'approprie la tâche pour mettre à l'épreuve son expérience et ses connaissances. Il met en œuvre ce qu'il ne sait pas encore faire pour s'inscrire dans un mode de questionnement, de pensée, de réflexion qui le dépasse actuellement et qu'il ne peut résoudre tout seul (voir la zone de proche développement). Le diagnostic d'une erreur n'est pas chose facile car, bien souvent, il n'est pas aisé de distinguer la part qui revient à la situation et celle qui revient à l'élève ; d'autant que, son apparition s'inscrit dans le temps, dans une histoire didactique du groupe-classe : celle des situations et des expériences réalisées et à venir. C'est la raison pour laquelle, les aspects positifs et négatifs des erreurs relèvent généralement chez le professeur du "ressenti", de ces "choses informelles" qui lui sont précieuses pour organiser la suite des cours. Pour que les aspects positifs de l'erreur soient reconnus encore faut-il que le système de formation y soit sensible et la considère comme un élément fondamental du processus d'apprentissage scolaire, c'est à dire qu'il soit "tolérant à l'erreur". Pour cela, la prise en compte de l'erreur se distingue de l'évaluation de la performance qui se ferait à l'aune d'une évaluation qui sépare action et connaissance et considère les savoirs achevés et non en devenir.

L'erreur comme analyseur du système de formation

L'institution propose de plus en plus de dispositifs susceptibles de prendre en charge les difficultés des élèves dans lesquels l'analyse des erreurs est fondamentale. Ces dispositifs sont organisés à côté des situations d'enseignement-apprentissage, de façon largement indépendante. La question qui se pose alors est de savoir quels rapports entretiennent ces dispositifs et ces situations ? Ce mode d'organisation pédagogique n'entraîne-t-il pas une segmentation sociale qui coupe l'élève de son groupe-classe où se réalise l'apprentissage du sens ? De même que l'on peut s'interroger sur le travail réalisé par le professeur dans un cas et dans l'autre ? Ces dispositions institutionnelles récentes témoignent de plus en plus que les politiques scolaires sont "allergiques" à l'erreur. L'encadrement de l'action pédagogique par les divers dispositifs d'évaluation et la gestion du système scolaire par les objectifs en sont des signes patents. Cette perspective est contradictoire avec un système de formation générateur d'apprentissages spécifiques et de compétences, qui, par définition, doit être "sensible et tolérant à l'erreur". Ce qui ne signifie pas un "système laxiste", mais un système qui sait afficher ses "exigences". Leur définition est un enjeu fort pour l'école et se situe au cœur du métier d'enseignant. 

Pour conclure ce travail nous vous présentons ici l’article de Etiennette Vellas sur l’enseignement par objectif-obstacle. Nous remercions à L’Encyclopedie Libre Wikipédia pour les excellentes informations en didactique, que nous avons transcrit ici.
Une organisation  du  travail 
orientée par des objectifs- obstacles 

Etiennette Vellas

Faculté de psychologie et  des sciences de l’éducation

Université de Genève

I. Interrogations sur le concept d’obstacle 

 Introduit par Jean-louis Martinand, le concept d’objectif-obstacle est construit sur l’articulation de deux termes antagonistes. Il permet de renouveler la notion classique d’objectif en dépassant son origine behavioriste et en y réinsérant les opérations mentales du sujet. Il permet aussi de considérer l’obstacle de manière dynamique. L’objectif-obstacle est ainsi un concept dialectique. (Astolfi, 2000). 

Si l’on veut comprendre comment ce concept  peut influencer l’organisation du travail scolaire, le terme d’obstacle demeure à clarifier et surtout à situer. De quel obstacle parle-t-on en effet quand ce terme est associé à celui d’objectif? Où se trouve cet obstacle? chez le sujet? dans l’objet à transmettre? dans la situation d’apprentissage? dans l’acte d’apprendre?

Partir des objectifs-obstacles peut, suivant où l’obstacle est situé, conduire à des organisation du travail probablement différentes. Je vais soutenir la thèse ici que nous avons intérêt à voir l’obstacle tant dans la pensée humaine que dans son évolution, par conséquent dans l’acte d’apprendre lui aussi.  Et qu’il peut être avantageux pour organiser le travail scolaire d’accepter de voir les objets à enseigner comme ayant une histoire propre. 

a)  L’obstacle vu comme évolution de la pensée humaine

Les théories de Bachelard et de Canguilheim montrent que la pensée progresse par rupture avec des conceptions antérieures. Il y a bien alors obstacle à franchir pour qu’il y ait évolution de la pensée, de la culture, de la science. Dans cette vision des choses, l’erreur est normale, banale, nécessaire et épistémologiquement  repérable. 

Dans ce rapport à la culture, les savoirs particuliers, les concepts sont perçus  comme les productions d’actes créateurs du plus digne intérêt. Ce qui amène  les plus enthousiastes pédagogues a retenir en tout premier lieu des savoirs de toutes les disciplines, leur caractère de “conquête sur l’inconnu” “de victoire sur l’impossible” qui marquent “le recul de l’ignorance et de manques pour agir et comprendre toujours plus et mieux le monde” (Bassis, 1999, p. 19). 

b)  L’obstacle vu comme évolution de la pensée individuelle

Dans ce cadre, la pensée est vue comme se construisant par rupture avec des conceptions antérieures. L’acte d’apprendre et d’enseigner s’organise alors autour du franchissement des obstacles rendu possible en opérant des ruptures avec ses connaissances antérieures . 

La tentation est alors grande de faire des progrès intellectuels obtenus à l’occasion d’un franchissement d’obstacle les objectifs majeurs de l’enseignement. 

Prendre en compte l’obstacle dans la pensée —dans sa face négative comme positive— incite ainsi les enseignants  à souvent partir des représentations des élèves pour construire toute nouvelle connaissance. Les tendances  récentes des recherches en didactique conduisent,  heureusement à dépasser aujourd’hui des cartographies descriptives de représentations vues comme statiques. On insiste aujourd’hui davantage sur la notion sous-jacente  d’obstacle épistémologique reprise justement de Bachelard (Fabre, 1995).  L’obstacle est alors perçu dans sa face dynamique. Il redevient alors permis pour l’enseignant d’espérer des changements  dans les représentations des élèves!. 

c)  L’obstacle vu dans l’évolution de l’objet culturel à transmettre

Les objets culturels peuvent être vus comme ayant une histoire propre, même si celle-ci n’est pas étrangère à l’idée d’obstacles franchis par des hommes au cours de l’histoire. Les savoirs, les concepts  peuvent alors être vus comme naissant en fonction de situations impasses dans lesquelles les hommes se  retrouvent au cours du temps.. Ils peuvent aussi être analysés comme variant et évoluant en fonction de l’utilisation que les hommes en font. 

d) L’ obstacle vu comme intrinsèque à l’acte d’apprendre

L’acte d’apprendre, munis des perceptions ci-dessus, peut alors être compris comme acte d’invention, de création, de construction. Le socio-constructivisme peut conduire à une représentation de l’homme construisant sa connaissance, seul, avec et contre la connaissance des autres (le formateur, les pairs mais aussi des étrangers, des fantômes des générations précédentes). 

Faire apprendre est alors conçu comme un acte faisant se heurter à des obstacles.  Des obstacles  prévisibles et imprévisibles. Provoquant des envies d’abandonner, de fuir mais aussi de lutter, d’avoir envie de s’en sortir.  

Organiser l’apprentissage autour de l’idée que les objectifs scolaires majeurs sont bien des objectifs obstacles c’est l’organiser autour de l’idée d’une continuité marquée par des ruptures. Le terme de rupture étant à prendre comme celui d’obstacle dans le sens d’une dynamique positive. 

Le terme d’objectif-obstacle montre ainsi une école qui ose faire des choix, qui résiste au sens commun, qui s’installe dans un certain rapport à l’évolution, à une société à laquelle il ne faut pas d’abord s’adapter.

II.  Quand l’obstacle guide l’enseignant dans l’organisation de son travail

Disons-le d’emblée : les enseignants qui créent des situations de construction de savoir à partir d’ objectifs-obstacles déclarent que le 90% du temps de préparation de leur enseignement  est consacré à la recherche du bon obstacle
. Les enseignants ne sont en effet pas habitués à aller quérir dans les objets d’enseignement (concepts, problématiques, outils culturels, compétences) les questions clés, les problématiques, les interrogations, bref les obstacles à faire franchir aux élèves pour qu’ils apprennent. 

Que provoque sur le plan de l’action de l’enseignant cette vision des choses ?

a) D’abord  un questionnement sur la culture. 

De quoi est faite la culture scolaire à transmettre? quels sens ont les disciplines, les savoirs à enseigner? Quelle est l’histoire de tel savoir? Quelle est l’aventure de sa construction? Qu’a-t-il permis de plus aux hommes? De quels obstacles rencontrés est-il né?  Quels doutes, manques a-t-il fait reculer? Quelle représentation du monde a-t-il entraîné? De quels pays, histoire nous viennent-ils? Où et comment sont-ils utiles aujourd’hui? 
Ces questions sont posées pour agir. Il s’agit bien de savoir finalement "que transmettre?". Ce questionnement provoque le plus souvent un besoin fort de documents qui n’est pas autre que la conduite d’une véritable recherche documentaire. Un questionnement riche, enthousiasmant  mais qui n’est pas paisible.  

Un questionnement qui ne va pas sans reproche tous azimut

Dans l’étalage des savoirs à transmettre, la culture scolaire telle qu’elle est présente dans les programmes, plans d’étude ou autres présentations ou directives est apparue jusqu’à il y a peu vidée du sens d’une culture crée par l’homme et le transformant en retour. L’ obsession dans le domaine des sciences de ne point confondre la forme et le fond, et à l’école de penser de manière non reliées les contenus et les méthodes ont conduit, en partie au moins au nom de la raison de la transmission du savoir, à étouffer la raison du savoir et de savoir. Le savoir scolaire a été  présenté  le plus souvent aux enseignants qui doivent le transmettre tronqué d’une partie au moins de ses significations essentielles. Celles de son origine, de son histoire, des significations sociales qu’il a pris à diverses époques.  Ce phénomène est connu. Ce qui l’est peut-être moins, c’est la réaction des enseignants qui découvre le processus. 

S’armant, avec passion, des analyses de Verret et de Bachelard, les enseignants qui s’attellent à la tâche, remontent alors l’histoire des savoirs, dans toutes les disciplines, suivant au plus près les vœux de Bachelard d’une psychanalyse de la connaissance pour tenter de placer les enfants dans des situations d’apprentissage digne de la culture humaine. Ce labeur représente par exemple aujourd’hui un immense chantier dans certains groupes d’éducation nouvelle (GFEN, GREN). Un travail qui conduit  les enseignants à opérer une transposition didactique qui les oblige d’abord à refuser le savoir à enseigner officiel comme objet d’enseignement.  Qui rompt par exemple même avec le modèle didactique des sciences  qui pourtant peut se référer à l’histoire des sciences. C’est que la méfiance est vive. 

b. Vers un autre modèle de la transposition didactique 

Modèle Didactique des sciences

	Savoir savant
	

	
	Transposition externe

	Savoir à enseigner
	

	
	Transposition interne

	Savoir enseigné
	


	Modèle d’enseignants organisant le travail par objectif-obstacle (GFEN) 



	1. Savoir à enseigner


	

	
	Remontée dans l’histoire du savoir ou autre objet dans les pratiques sociales.


	2. Savoir avec son plénier
	

	
	Transposition  du GFEN

1ère étape

	3. Repérage de l’objectif-obstacle ou d’une autre pratique sociale retrouvée 
	

	
	Transposition du GFEN

2ème étape 

	4. Nouveau savoir à enseigner (sens autres)

(formel) 
	

	
	Transposition de 

l’enseignant

3ème 

	5. Savoir enseigné (réel)  

La démarche de chacun
	

	
	

	6. Savoir reproblématisé entre adultes
	


c. L’élaboration de situations-impasses  permettant la confrontation aux  objectifs-obstacles.

Une fois l’objectif-obstacle repéré dans son histoire (ex. étalon de mesure), il s’agit de prévoir les situations d’apprentissage (les consignes, les missions, la tâche, le matériel, le mode de travail, les types d’échange, le temps nécessaire des diverses étapes, l’espace le plus approprié) pour que les élèves n’aient pas simplement accès au savoir mais se trouvent face à l’obstacle repéré et trouve la solution de produire le savoir qui lui permettra de «s’en sortir». Créer de telles situations c’est, pour l’enseignant, imaginer un environnement aussi stimulant, questionnant et contraignant que celui qui dans la société a fait qu’un jour des hommes inventent, pour dépasser certains obstacles, le principe de numération, créent l’ordre alphabétique, aient envie d’écrire des vers ou encore, fabriquent le sablier, le cadran solaire ou la montre pour mesurer un temps impalpable. Les enseignants se retrouvent alors fabricants de défis, bricoleurs de contraintes émancipatrices, créatrices, de missions justes possibles. 

La construction de telles situations représente aujourd’hui un chantier désormais ouvert. Il s’agit bien de s’assurer de la rencontre des élèves avec l’obstacle  auquel on veut qu’il se confronte.  La pédagogie du projet est revisitée à l’aune des objectifs obstacles, situations problèmes, problèmes ouverts, démarches d’auto-socio-construction, ateliers d’écriture, cours ex cathedra reréfléchis.  

III. De l’objectif-obstacle à la  réorganisation du travail scolaire

a) Transformation  des espace-temps de formation 

De telles mises en situation sont le fruit d’un travail intense pour les enseignants.  Aussi sont-elles créées à partir des seuls objectifs-obstacles jugés essentiels. La construction de tels dispositifs rend aussi conscients les enseignants de la durée que certaines démarches de construction de savoirs  réclament : il n’est ainsi pas question de pouvoir animer ces situations, plusieurs fois dans l’année, dans les mêmes classes. Ces éléments ont poussés les écoles suivies à Genève dans cette recherche à une réorganisation de la gestion actuelle du travail. Après les premières situations créées, les équipes ont éprouvé le désir d’une organisation qui puisse reconduire régulièrement, au cours d’un même cycle d’apprentissage, les mêmes situations d’apprentissage afin de pouvoir y inscrire les élèves de tout un cycle selon les besoins estimés (expériences de Vieusseux et d’Ami-Argand). Cette manière de réfléchir de manière plus économique était nouvelle dans les écoles suivies. Le travail sur l’approche modulaire telle que l’a esquissée Philippe Perrenoud (1997a) fut un tremplin pour des idées neuves. Cette organisation modulaire semblait pouvoir cohabiter avec une organisation en groupes de base (anciens groupes classes) que l’on ne veut pas supprimer dans l’école genevoise parce la coutume est bien ancrée, mais aussi parce que le groupe-classe parait favoriser le développement d’une dynamique intellectuelle collective qui actuellement convient à tous. 

b) Vers une organisation en groupes de base et modules

Chaque enseignant est co-responsable de la gestion des parcours de formation de la totalité des élèves faisant partie du cycle (quatre ans). Il est responsable de la gestion d’un groupe de base qu’il peut animer plusieurs années (voire tout le cycle). Il décide, avec ses collègues, de la composition de l’ensemble des groupes de base et de la répartition des enfants dans les modules. 

Des séries de modules construits en commun  autour des objectifs-obstacles sont régulièrement mises en place durant l’ensemble du cycle. 

	Ex. 4 premiers mois d’un cycle de 4 ans

	S1
	S2
	S3
	S4
	S5
	S6
	S7
	S8
	S9
	S10
	S11
	S12
	S13
	S14
	S15
	S16

	GB
	GB
	GB +  mod math mamath.

math
	GB
	GB
	Module langue 

sciences
	GB
	GB + mod math.

math
	GB
	Module sciences

sciences
	GB
	GBl* mid

langues

.

mathe
	GB
	Mod

Math

Mod science
	
	


Exemple d’un horaire possible sur la  semaine 3 (S3)

	Horaires
	Lundi
	Mardi
	Jeudi
	Vendredi

	8H-11H45
	Gr. de base
	Gr. de base
	Gr. de base
 
	Gr. de base


	11h45.13H30
	Pause de midi
	Pause de midi
	Pause de midi
	Pause de midi

	13H30 -16H


	Module
	Module
	Module
	Module


Les modules et groupe de base peuvent se répartir différemment sur les matinées et les après-midi ou se regrouper sur deux jours complets (ou plus) par semaine entière. Les temps de modules durent souvent trois semaines .Les cycles de modules sont organisés soit par disciplines soit  se partagent deux disciplines ou sont interdisciplinaires. Les périodes de fins de cycles comprennent des modules comportant plusieurs disciplines permettant une individualisation encore plus grande des parcours. Entre chaque série de modules, une ou deux semaines (ou plus) sont réservées au groupe de base. Dans le but de préparer la série suivante mais aussi pour que les enfants puissent vivre par exemple des projets collectifs en groupe de base-

La gestion des modules 

Les modules sont des lieux de construction de savoirs, savoir-faire, attitudes, ingrédients composant des compétences incontournables du cycle et réclamant un apprentissage intensif. Ils sont réfléchis en terme d’objectifs-obstacles. Ils proposent souvent des situations d’apprentissage axées sur la construction des significations sociales intrinsèques des savoirs (travail sur la structure des savoirs, des disciplines, des codes, des problématiques ; rencontre avec l’histoire des savoir, etc.).

Chaque module représente un certain nombre de situations d’apprentissage. Chaque série de trois semaines propose des modules organisés chacun à partir d’un objectif-obtacle ou un noyau d’objectifs-obstacles. .Les modules peuvent être dédoublés lors d’une même série. Ils sont reproduits au gré des besoins (un même module peut apparaître une dizaine fois au cours des quatre ans que représente pour un élève un cycle d’apprentissage alors qu’un autre peut être animé moins régulièrement faute de besoin. Les modules peuvent être de longueurs variables (deux, trois ou quatre semaines, mais les séries de modules commencent et s’achèvent ensemble. (Ex. un élève est inscrit, pour une même période, dans un module de six semaines, alors qu’un autre peut suivre deux modules de trois semaines ou trois de deux semaines)

L’animation dans les modules régulées par les objectifs-obstacles

Si monter un module n’est pas chose aisée, animer les cascades de situations qui s’imbriquent pour que les démarches d’apprentissage aient lieux ne l’est guère plus. 

Si l’organisation des situations à été prévues en fonction d’un objectif-obstacle central et commun, l’animation de l’enseignant est au service de la rencontre avec les obstacles réels des élèves plus ou moins proches des obstacles supposés être rencontrés. 

Il s’agit d’abord de faire en sorte que les enfants entrent dans la tâche. D’où l’importance à la foi d’un défi lancé au groupe et d’une première mise à la tâche presque toujours individuelle pour qu’elle permette l’engagement. L’enseignant anime ensuite les différentes étapes (situations problèmes, problèmes ouverts) en organisant les interactions et les informations utiles à l’avancée de la construction de l’objet culturel en question.  Il s’agit alors, pour lui, de gérer une micro-individualisation des parcours de formation à l’intérieur du module. De permettre à chacun, dans l’intimité de sa propre recherche de tisser des liens entre ses trouvailles, son action, sa pensée et celles des autres à propos de l’objet à construire pour dépasser l’obstacle rencontré. Ce qui exige de l’enseignant, outre une bonne connaissance de l’objet culturel en question et des enfants, une exacerbation de tous ses sens et de sa réflexion pour que dans le feu de l’action, il saisisse les richesses, les erreurs capables de faire avancer l’intelligence du groupe, sources de connaissances pour chacun, provoquant les ruptures le franchissement des obstacles individuels. 

Tout ceci se déroule ne l’oublions pas dans un climat de création. Donc empreint inévitablement de peurs face à l’inconnu, de blocages, de conflits de pouvoir, de résistances aux anciennes connaissances mais aussi de joies, de folies, de rires, de grandeurs et d’enthousiasme. C’est le lot inévitable et attendu de toute situation d’apprentissage qui prend l’obstacle au sérieux dans l’organisation de son travail. 

L’organisation des groupes de base

Le groupe de base, de composition stable, regroupe environ vingt-cinq élèves qui se retrouvent chaque jour, dans un même lieu, avec le même enseignant.

En analysant les obstacles à faire franchir, ceux-ci se différencient : Certains exigent une véritable construction des savoirs, d’autres nécessitent une simple consolidation, de l’exercice, une intégration, la mobilisation simultanée de plusieurs ingrédients. Ce repérage invite à analyser la gestion actuelle des apprentissages dans l’école pour cibler les objectifs honorés de manière efficace par des situations d’apprentissage mises actuellement en place. 

 Les groupes de base sont alors réservés aux franchissements d’obstacles différents de ceux mis en place dans les modules. 

Les groupes de base sont considérés comme des lieux :

- proposant des apprentissages qui concernent des obstacles qui exigent une certaine durée pour les franchir (ex. les obstacles qui sont à franchir pour parvenir à une lecture rapide,  à la maîtrise du graphisme, de l’ordinateur) ou au contraire des obstacles levés par de simples entraînements, consolidations, remédiassions ou constructions rapides.

· de démarches de projets. Dans ce cas ils mettent fortement l’accent sur les significations sociales plus extrinsèques des savoirs (modes d’utilisation des savoirs dans la société, construction et exercice des compétences). Ces démarches permettent aussi l’intégration des savoirs neufs construits en module ou le repérage par l’enseignant de nouvaux objectifs-obstacles.. 

De plus les groupes de base : 

·  servent au suivi de la formation, de la progression, de la régulation individuelle et collective du sens de l’école, des situations, des tâches, des disciplines, des savoirs. Ils proposent des bilans de savoir individuels et collectifs qui permettent de fixer les aboutissements des rencontres avec les différentes disciplines et qui favorisent un repérage des suites du parcours à effectuer par chacun (choix des prochains modules, des tâches à inscrire au plan de semaine, etc.)

· favorisent l’intégration à une communauté, vue ici comme communauté d’élèves chercheurs, constructeurs de savoirs et de compétences. Ils permettent un ancrage identitaire (animation par l’enseignant de conseil de classe, conseil d’école, conseil méthodologique, etc).

Le groupe de base fonctionne ainsi assez souvent avec une organisation en plan de travail, en ateliers, en réunions. 

c) Une organisation du travail en équipe  

La gestion collective des situations d’apprentissage montées en fonction d’objectif-obstacles permet d’établir le choix des modules en fonction des besoins des élèves estimés. Les modules peuvent ainsi, lors d’une période modulaire, grâce au travail en équipe, être dédoublés, voire triplés si nécessaire. Ils doivent, dans ce but, pouvoir être animés par l’ensemble des enseignants. Une animation multiple qui permet une régulation des situations proposées très importante. 

Une telle organisation réclame de pouvoir rompre avec une certaine égalité coutumière de la charge en nombre d’élèves. Certains module doivent pouvoir accueillir plus d’élèves que d’autres. Les enseignants des trois écoles observées n’ont montré aucune résistance à cet aspect des choses. Peut-être parce les propositions de regroupement émanaient d’eux. Mais aussi parce que cette répartition correspond finalement à une logique d’apprentissage visible. 

Des maîtres spécialistes intégrés dans les modules 

Les maîtres spécialistes d’une discipline ont été intégrés dans le travail en modules. 

Une gestion commune de l’espace et du matériel.  

Chaque groupe de base a un local qui est son port d’attache. Chaque classe est divisée en différentes zones qui sont toutes à gérer de manières différentes : ateliers permanents, ateliers hebdomadaires, espace où les enfants travaillent avec leur plan de semaine, coin réunions et jeux.  L’organisation de ces zones est placée sous la gestion des conseils de classe et d’école qui généralement nomme un responsable par zone au niveau des rangements. Chaque salle est utilisée aussi pour les modules, par conséquent par tous les enfants et les enseignants travaillant dans le même cycle. Les rangements de l’espace et du matériel sont donc très importants et le mobilier gagne a être solide et léger : l’articulation groupe de base et modules dans un même lieu réclame de nombreux déménagements. 

Pour les enseignants ayant eu l’habitude de fonctionner seul dans leurs propres locaux, cette organisation de l’espace et du matériel est un des côtés astreignants de l’organisation. L’espace scolaire a d’ailleurs tendance dans une optique modulaire à s’agrandir (les couloirs sont plus facilement occupés) et des locaux supplémentaires sont évidemment à envisager. Il serait intéressant de penser plus à fond l’organisation de l’espace scolaire dans une optique modulaire. 

La gestion du temps 

La gestion du temps du groupe de base se trouve sous la responsabilité de chaque enseignante et de ses élèves alors que celle des modules est sous le contrôle de l’équipe d’enseignants qui négocie et décide des périodes de modules, de leurs successions et articulations, de leurs durées. Le flux des élèves d’un module à l’autre ne peut être prévu longtemps à l’avance : l’individualisation des parcours que cette organisation cherche à mettre en place exige de conserver cette souplesse.

Dans les modules, le temps des diverses étapes est planifié par les enseignants qui ont préparé collectivement la démarche. Le tempo des démarches est minutieusement prévu aussi : outre les étapes exigées par la construction des savoirs sont réfléchis les étapes de centration et décentrations ; les temps d’affinement et de synthèses ; les moments de respiration et de tensions. 

La gestion de la progression 

La régulation des parcours s’inscrit dans une “gestion à flux tendu” c’est à dire que “les régulations se font en fonction des objectifs-obstacles à court et long terme, dans une tension entre le temps qui passe et les obstacles plus ou moins inattendus qui déjouent la programmation la plus réaliste”.(Perrenoud, 1997).  

La clarification des objectifs-obstacles et le travail en modules (plusieurs regards) permet d’envisager une observation formative de l’avancée des élèves favorisant des prises d’information plus riches. Chaque enfant possède un Journal de bord qui témoigne de son avancée dans son parcours par rapport aux objectifs-ostacles ciblés. Il contient aussi les inscriptions aux modules, un porte-document contenant les plans de travail hebdomadaires et des documents tests. Cet outil visibilise les acquis, le cheminement effectué et à effectuer. Il est utilisé par les enseignants pour l’orientation des élèves vers les dispositifs (dans les modules ou dans les groupes de base) les mieux adaptés à leurs parcours. Ce carnet de bord permet aussi aux élèves de faire l’apprentissage d’une observation formatrice de l’organisation de leur parcours. Il est enfin un moyen d’informations pour les parents à ce propos. 

Conclusion

Penser en terme d’objectif-obstacle c’est mettre l’organisation du travail scolaire au service d’une réforme permanente de l’esprit. Nous avons vu que cette manière de penser la formation a une influence directe sur l’organisation du travail. Vice-versa, l’ organisation en modules semble pouvoir mieux servir une formation pensée en terme d’objectifs-obstacles. En effet les situations proposées aux enfants sont, par l’organisation du travail en équipe, mieux pensées  et mieux servies. Elles sont aussi plus «rentables» puisque mises à leur service plusieurs fois par an. 

Dans la ligne de la pensée bachelardienne, le terme d’objectif-obstacle exige encore  des enseignants une attention passionnée à la formation des concepts et des conceptions. Parce que les enseignants sont très seuls pour organiser le travail scolaire à partir des objectifs-obstacles. 

Cette entrée poussant à s’intéresser aux concepts est-elle aujourd’hui la bonne quand les «programmes d’objectifs» sont libellés en terme de compétences? J’aurais tendance aujourd’hui à répondre oui. D’une part parce qu’elle oblige à ne point négliger les concepts  qui valent le coup et qui, s’ils sont bien construits, se transforment dans l’action en compétence. D’autre part, parce que  se préoccuper en tant qu’enseignant des objectifs-obstacles semble ne pas pouvoir être une préoccupation sérieuse en dehors de mises en situation socio-contructivistes qui, elles-mêmes, sont porteuses de la construction de compétences transversales essentielles mise au programme des écoles primaires aujourd’hui. Pour tester mon hypothèse je prendrai ici le programme de formation de l’éducation pré. scolaire et de l’enseignement primaire du Canada qui cible neuf compétences essentielles regroupées en quatre ordres : 

Les compétences d’ordre intellectuel : exploiter l’information, résoudre des problèmes (nous pouvons insister de plus sur poser les problème, problématiser), avoir un jugement critique, mettre en œuvre sa pensée créatrice..  

Les compétences d’ordre méthodologiques : se donner des méthodes de travail, exploiter les technologies de la formation et de la communication.

Les compétences d’ordre personnels et social : structurer son identité, coopérer.

La compétence de l’ordre de la communication : communiquer de façon appropriée.  

Toutes ces compétences  risquent de s’exercer dans les situations créées pour permettre aux enfants de se confronter à des obstacles conceptuels de hauts niveaux. 

De quelques difficultés repérées.

a) La perception de l’obstacle.

L’idée d’obstacle se heurte au sens commun pédagogique. L’enseignant le voit encore souvent comme une sorte d’ignorance alors qu’il est une connaissance positive qui fonctionne comme outil avant de devenir obstacle pour agir et penser.  Le sens commun place aussi souvent l’obstacle comme étant devant soi, face à soi, comme un obstacle extérieur. Or, l’obstacle dans l’apprentissage est intérieur. Il n’est pas à voir comme tare particulière quand il se manifeste comme erreur pour l’enseignant, mais à reconnaître comme normal.  

b) L’appréhension par l’institution  de l’idée d’objectif-obstacle est encore brouillonnante. 

Les institutions scolaires et la noosphère n’ont pas pris, à l’heure actuelle, l’objectif-obstacle comme objectif premier (à vérifier néanmoins!). Probablement parce qu’elles se heurtent, elles aussi au sens commun de l’obstacle et de la rupture.  

Les enseignants ou équipe d’enseignants sont aussi freinées aujourd’hui dans cette approche par un distracteur de taille : la définition d’un programme scolaire libellé en termes d’objectifs et contenus à atteindre en un an qui hantent au moins les mémoires si ce n’est les classeurs de référence. L’organisation traditionnelle du travail de l’enseignant  fait alors écran à toute conception plus globale et complexe de la culture scolaire pouvant faire naître le besoin d’une autre organisation du travail. 

Devoir organiser leur travail à partir d’objectifs-obstacles quand les  libellés des curricula  sont rédigés à partir d’une autre logique ne simplifie pas le travail des enseignants. Qu’ils soient d’ailleurs présentés sous la forme d’ objectifs-noyaux, de matrices disciplinaires ou compétences-clés.

La tâche de repérage des objectifs-obstacles dépend ainsi aujourd’hui plus d’une passsion personnelle des enseignants ou de groupe militant (comme le Gfen par exemple) pour l’aventure humaine que d’une organisation rationnelle du travail scolaire. On ne peut ainsi mesurer aujourd’hui que les espoirs envisagés par des programmes scolaires conçus à partir d’objectifs-obstacles. 

Ces espoirs-hypothèses  sont les suivants :

Organiser le travail scolaire à partir et autour d’ objectifs-obstacles peut : 

• donner un repère qui semble de bon aloi aux enseignants.  Enseigner sans se préoccuper des objectifs semble difficile. Certains enseignants pourtant s’en préoccupent peu. Ou dans le seul après-coup des situations. Leur organisation de travail semble bien souvent orientée sur le matériel, les situations à disposition, les types de groupe  à organiser plutôt que par une réflexion sur le choix des objectifs. Cet axe recentre évidemment sur l’idée d’objectifs.

• encourager à trier parmi les objectifs toujours trop nombreux, ceux qui semblent  permettre le franchissement réel d’un obstacle qui vaut le coup, qui semblent ainsi favoriser un progrès intellectuel réel. Quand on se souvient que l’inflation des objectifs a signé,  en partie du moins, la mort de la pédagogie par objectifs, oser choisir des objectifs essentiels, voire — osons le mot— des objectifs «incontournables» permet déjà de lutter contre l’inflation du nombre d’objectifs. Et du même coup favorise une interrogation sur le sens des objets à transmettre. 

• favoriser la construction  de situations d’apprentissage plus rationnelles en fonction d’un obstacle à franchir dont on a noté le caractère récurent chez les élèves  (situations-problèmes (Meirieu). Dans ce sens, les objectifs-obstacles guident la planification des situations. 

• permettre de construire des situations d’apprentissage permettant aux élèves de repasser par des obstacles historiques de la construction de certains savoirs ou autres objets culturels . Ce qui représente une manière de rentrer dans la culture particulièrement dynamique,  par la confrontation des obstacles personnels  et historiques.  

• permettre de réguler l’animation des situations d’apprentissage. Non pas tant en évaluant l’écart intellectuel provoqué par le  franchissement des obstacles, mais en s’assurant que la formation et ses dimensions techniques s’inscrivent bien dans un roman personnel, une quête d’existence, permettant de dépasser les obstacles internes plus ou moins éloignés des obstacles épistémologiques ou historiques. 

• provoquer un travailler à flux tendu.  Tout apprentissage ne  réclame pas le long terme. Ce mode de fonctionnement fait moins courir le risque rattachés  aux effets pervers d’une organisation du travail réalisée en fonction d’apprentissage déclarés comme réclamant le long terme ou ayant un caractère spiralaire : l’attentisme, la mollesse dans la contruction des situations d’apprentissage, une certaine insouciance . Dans ce sens les objectifs-obstacles peuvent devenir un des référents de la construction curriculaire. Des pierres blanches marquants le chemin à parcourir. 

• rendre attentif au relativisme culturel. Voir la formation comme une série de ruptures à opérer, c’est admettre que dans les domaines de l’apprentissage, tout ne se vaut pas et que des choix culturels sont à opérer. 

� Déclaration d'Yves Béal à l'université d'été de la Société pédagogique romande. Jongny :1998. 





