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I)    PGCD de deux entiers 
Algorithme d’Euclide dans l’Univers de la géométrie ainsi que dans 
l’univers de l’arithmétique 
 
 
II) Ouverture d’un problème par une transformation de l’énoncé. 
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I)    PGCD de deux entiers 
Algorithme d’Euclide dans l’Univers de la géométrie ainsi que dans 
l’univers de l’arithmétique 
 
Partie I  Du rectangle au carré  
 
Phase1   
On propose aux élèves de réaliser les constructions à la règle, à l’équerre et au compas sur une 
feuille et simultanément sur l’ordinateur à l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique. (Voir 
exemple 1). 
La suite d’instructions donnée par l’enseignant est : 
Tracer l’arc de cercle de rayon C1B de centre le sommet C1, jusqu’à couper le segment [DC1] 
en C2  
Tracer la droite qui passe par C2 et est perpendiculaire à (AC1), cette droite perpendiculaire 
coupe le côté [AB1] en B2 
Compléter le quadrilatère B1C1C2B2. 
 
 Différenciation : 
On peut les autoriser à réaliser les construction seulement sur une feuille quadrillée et prendre 
comme unité le bord du « petit carré » de la feuille. 
De même, si certains élèves veulent se contenter seulement des constructions sur feuille on 
peux les y autoriser, mais il faut les encourager à utiliser les logiciels, (les élèves en général 
aimant bien cet univers géométrique).   



Compétence 3 
Géométrie 
Connaître et représenter des figures géométriques. Utiliser leurs propriétés. 
Effectuer des constructions simples en utilisant : 
Des outils (instruments de dessin, logiciels) 
Des définitions, des propriétés 
Raisonner logiquement, pratiquer la déduction, démontrer 
 
Ici les élèves doivent justifier  que la construction de chaque étape est bien à chaque fois un 
carré. 
Les argumentations des élèves doivent aboutir à démontrer qu’il s’agit bien d’un quadrilatère 
qui a Ses quatre angles droits (rectangle) et qui a deux côtés consécutifs de même longueur. 
Donc c’est un carré. 
 A partir des échanges oraux on met en avant les affirmations qui découlent de la construction 
même : angles droits en B1, en C1, en C2  et l’égalité des longueurs  
C2C1  =  C1B1 et les déductions : angle droit en B2 puis le quadrilatère B1C1C2B2 est un 
carré 
 
. 
 
Exemple 1 
A partir d’un rectangle de dimensions : 8 et 12  c’est le cas où  PGCD (8 ;12) = 4 
On ne mentionne pas encore le PGCD. On reste dans le champ géométrique et on demande 
aux élèves de décrire la nature des figures obtenues et de justifier cette nature. 
 
 
 
 
 
 
 
 



D C1

B1A

C2

B2

B3A3 8 unités

12 unités

 
 
Compétence 3 
Décrire le comportement d’une grandeur : l’élève est capable de quantifier dans des cas 
simples, à partir d’une observation d’une série de mesures, le comportement d’une 
grandeur 
 
Ici il s’agit de modéliser le comportement des étapes de cette construction 
 
« Psychomorphisme » avec l’univers arithmétique  
 
Nous allons à partir de cette structure géométrique et  l’expérimentable ainsi dégagé par les 
élèves leur proposer d’établir une correspondance morphique  avec un univers arithmétique 
qui formalise la structure de la division euclidienne et quelques  propriétés des diviseurs et des 
multiples, en particulier le PGCD. Ceci est encore un exemple de notre principe des 
« psychomorphismes » mis en évidence au cours de nos recherches sur l’apprentissage et qui 
affirme que « tout apprentissage se construit par la mise en correspondance entre deux univers 
structurés avec leurs formalisations propres, mais qui correspondent à un même univers des 
actions directement expérimentables par l’élève. Ici l’univers expérimentable est celui des 
actions de construction, et on a deux  formalisations : L’une dans  l’univers des propriétés 
géométriques énoncées et articulées lors d’un discours explicatif de l’élève et l’autre dans 
l’univers arithmétique articulé par le langage symbolique numérique et par le discours 
explicatif de l’élève. 
 
Nous avons ici une  formalisation possible : 
Etape 1 
Aire du rectangle initial  8  x  12 
Aire du premier carré 8  x  8,  nombre de carrés 1 
Aire du deuxième  rectangle qui reste  après la « soustraction géométrique »  
   8  x   12   -    8  x  8  =    8  x   4 
Les élèves peuvent écrire ceci de deux façons différentes 



Soit  96  - 64   =  32   ou bien 8 (12  - 8)   = 8  x  4 
La deuxième formalisation est bénéfique car elle renforce l’apprentissage de la distributivité. 
 
Etape 2 
Aire du  deuxième rectangle   8  x  4 
Aire du deuxième carré  4  x  4 ;  nombre de carrés 2 
Aire qui reste après la « soustraction géométrique » 
8  x  4    -   2  x   4  x 4   = 32 – 32 = 0 
 
 
On propose aux élèves de formaliser la  structure géométrique  qui se dégage de  la procédure 
dans l’univers de l’arithmétique.  
Au départ on a un rectangle 8 x 12, on observe le plus petit des deux nombres qui est 8 puis 
on s’intéresse au nombre 8 au carré noté : 8². On compte combien de fois 8²  rentre au 
maximum dans 8  x12. Ceci reviens, pour les élèves, en observant la disposition géométrique 
de la figure, à se poser la question plus simple : « combien de fois 8 rentre-t-il dans 12 ? ». 
Il reste un rectangle de   8   x  4  et on recommence la procédure : 4 est le plus petit des 
nombres 4 et 8, on se pose alors à nouveau la question : combien de  fois 4² rentre-t-il dans    
4 x 8, ce qui reviens à se poser la question : combien de fois 4 rentre-t-il dans 8 ? 
On arrête  alors car la « soustraction géométrique » nous indique que la surface qui reste est 
nulle. Ce qui s’écrit 8 – 2 x 4 = 0. 
 
Phase 2 
Après quelques exemples utiles, on constate qu’on obtient au bout de quelques itérations un 
carré de dimension entière : le PGCD de deux entiers (donnés par la largeur et la longueur du 
rectangle initial). Après le traitement de quelques cas différents (mais avec le même 
algorithme de construction) où le professeur ne suggère pas la notion de PGCD, on invite  les 
élèves à modéliser les constructions dans un univers arithmétique. 
Remarque : Cette suite d’étapes sera proposée à chaque exemple, 
ainsi on renforce à travers le travail de nos élèves leurs  
connaissances et compétences citées précédemment. 
Nous mettons, dans les exemples qui suivent l’accent sur le fait 
qu’on arrive toujours par cet algorithme géométrique à obtenir 
un carré final.  
Nous invitons nos élèves à expliquer cette conclusion. 
   
 
Exemple 2  
A partir d’un rectangle de dimensions : 5   et 10 
PGCD (5 ;10)=5 
 
 



D C1

B1A

C2

B2

5 unités

10 unités

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemple 3 
A partir d’un rectangle de dimensions :  10 et 12 
PGCD(10 ;12)=2 
 



D C1

B1A

C2

B2 12 unités

10 unités

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemple 4 
PGCD(10 ; 18)=2 
 



D C1

B1A

C2

B2

10 unités

18 unités

 
Exemple 5 
PGCD(8 ;18) = 2 
 
 

18 unités

8 unités

 
 
 
 



1

1

18 unités

10 unités

 
 
 
Exemple 6 
PGCD(4 ;7) = 1 

4unités

7unités

 
 
 
Exemple 7 
PGCD(4 ;9) = 1 

4unités

9unités

 
 



Dans cette phase on demande aux élèves de décrire une suite d’instructions qui va se 
généraliser sur la forme d’un texte construit par le groupe et avec l’aide de l’enseignant 
l’objectif est d’arriver à un algorithme géométrique. 
 
Par exemple l’algorithme suivant , (il n’est pas forcement écrit  avec les élèves dans une 
écriture classique d’algorithme: 
1 Au départ on a un rectangle de dimensions m et n 
2 Si m >n alors on construit une suite de carrés de dimension n 
 «  posés sur la longueur »  jusqu’à  qu’on ne puisse plus construire un nouveau carré 
3 On regarde les dimensions  du rectangle obtenu, si elles sont égales on arrête, sinon on 
choisit la plus petite et on recommence. 
Remarque : ici il faut bien laisser les élèves proposer des textes qui doivent correspondre à la 
suite de constructions. Les élèves doivent bien, se rendre compte de l’itération, donc de 
l’existence d’un algorithme.   
 
Phase 3 
a) Les élèves argumentent  sur leur affirmation : 
« Etant donnés deux entiers m et  n dimensions du rectangle initial, 
cet algorithme de constructions itérées permet toujours d’obtenir un carré. »  
 

D C1

B1A

C2

B2 m unités

n unités

pgcd(m;n) 
unités

 
 
 
Exemple d’argumentation possible  
Dans la suite des constructions les dimensions des rectangles sont toujours des nombres 
entiers positifs de plus en plus petits. Les dimensions sont toujours positives, donc elles ne 
peuvent  pas être plus petites que 1. Donc soit on trouve le dernier carré de dimensions 1  ou 
bien il est de dimension supérieure à 1. 
 b) Etant donnés deux entiers m et  n 



Construction avec les élèves de l’affirmation plus fine 
« Avec cet algorithme de constructions itérées on obtiendra toujours un carré de 
dimension le PGCD de m et n » 
Les élèves trouvent par eux-mêmes que par cet algorithme géométrique  on trouve un 
nombre d dimension du dernier carré, tel que les nombres m et n sont dans la table des  
multiples de d 
D’autres élèves trouvent que par cet algorithme la dimension du dernier carré d est 
toujours un diviseur de m et de n 
 
Exemple d’argumentation possible  
Dans la suite des constructions les dimensions des rectangles sont toujours des nombres 
entiers positifs de plus en plus petits. Les dimensions sont toujours positives, donc elles ne 
peuvent  pas être plus petites que 1. Donc, soit on trouve le dernier carré de dimension 1  ou 
bien il est de dimension supérieure à 1. 
 b) Etant donnés deux entiers m et  n 
Construction avec les élèves de l’affirmation plus fine 
« Avec cet algorithme de constructions itérées on obtiendra toujours un carré de 
dimension le PGCD de m et n » 
Les élèves trouvent par eux-mêmes que, grâce à cet algorithme géométrique,  on trouve 
un nombre d dimension du dernier carré, tel que les nombres m et n sont dans la table 
des  multiples de d » 
D’autres élèves trouvent que par cet algorithme la dimension du dernier carré d est 
toujours un diviseur de m et de n. 
 
Argumentation : 
On construit le premier rectangle en position « prototypique », (avec la largeur en position 
verticale). 
Quand on rabat la largeur sur la longueur de chacun  des  rectangles successifs on obtient à la 
fin un carré. Soit de dimension 1, ou bien de dimension d>1.où d est un nombre entier positif, 
car la soustraction d’un entier plus petit à un autre entier plus grand donne un entier positif. 
 
La dimension d du carré final est un diviseur des nombres donnés m et n, car d divise les deux 
dimensions Xi et Yi du rectangle à l’étape finale i. 
L’une de ces deux dimensions du rectangle Yi est la largeur  n  du rectangle initial, d’après la 
disposition des figures itérées. Donc d divise  n. 
 
L’une de deux dimensions Xi ou Yi est la dimension des carrés isométriques précédents qui, 
en nombre entier, constituent  l‘avant-dernier rectangle de dimensions Xi-1    et Yi-1 , ainsi 
« de proche en proche » on arrive au rectangle initial de dimensions m et n. 
L’expression : « De proche en proche » montre, dans cette construction itérée, (qui est en fait 
un algorithme purement géométrique), que le « dernier carré » obtenu rentre un nombre de 
fois entier dans les rectangles de dimensions  (Xi et  Yi) , (Xi-1  et Yi-1)  ,….. (m ; n)   
On conclut que d divise m et n. 
Le carré de dimension d est le premier carré trouvé qui rempli entièrement le dernier rectangle 
donc ils est le carré de plus grande dimension qui permet de remplir avec un nombre entier le 
rectangle initial de dimensions   n  et   m. Donc d est le PGCD de m et n. 
 
Commentaire didactique 
La formalisation de cet algorithme géométrique par un discours de formalisme mathématique 
est complexe, mais les élèves, par la suite de ces constructions en admettent plus aisément le 



résultat : « Le PGCD de m et n est d ». Le  professeur de ne pas rendre obligatoire cette phase 
de formulation discursive au groupe entier mais de la proposer aux élèves intéressés.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Partie II  Du carré au rectangle 
 
 
Il est fondamental, dans tout apprentissage d’une notion mathématique, de proposer l’activité 
réciproque. Ici nous avons deux directions possibles de l’inversion de l’Algorithme. 
 
Possibilité 1 
 
Phase 1 
On propose de partir d’un carré de dimension 2 et de former des rectangles par recollement 
d’un certain nombre des carrés 
On laisse les élèves réfléchir librement et on leur demande de construire au moins quatre 
rectangles différents. 
 
 
 
 
 
 
 
Exemples : 
 



2

2

longueur 6

largeur 4

 

2

2

longueur 8

largeur 6

 

2

2

longueur 12

largeur 6

 



 

2

2

longueur  8

largeur 4

 
 
On demande aux élèves de justifier oralement l’obtention par recollement d’un rectangle 
 
Compétence 3 
Géométrie 
Connaître et représenter des figures géométriques. Utiliser leurs propriétés. 
Effectuer des constructions simples en utilisant : 
Des outils (instruments de dessin, logiciels) 
Des définitions, des propriétés 
Raisonner logiquement, pratiquer la déduction, démontrer 
 
 
 
 
Phase 2’ On demande aux élèves d’appliquer les constructions de l’algorithme de la partie I et 
d’expliquer si l’on trouve toujours  le carré initial ou quelquefois un autre plus grand. 
  
Phase 3’ On demande aux élèves d’expliquer, dans l’univers numérique, les affirmations de 
cette partie 2 et les conclusions qui seront explicitées. 
 
Possibilité 2 
Phase 1’’ 
On propose aux élèves de partir d’un carré et réaliser un « inverse réduit » de l’algorithme 
précèdent  ce qui donne l’algorithme suivant : 
(*) les élèves partent de valeurs de « d » numériques, par exemple 2, 3, 4,… puis par la suite 
on le généralise à un carré de dimension « d » 
Voici un texte  d’algorithme, pour un carré de dimension « d » donné au départ 
 
1) Construire un carré de dimension « d » 
2) Construire un carré de dimension « d »,  accolé, (ou « juxtaposé »), au premier carré. 
3) Construire un carré de dimension  d+d , accolé au dernier rectangle, ceci donne un 
rectangle de dimensions 2d  et 3d 
4) On recommence avec un carré accolé de dimension 3d, ceci donne un rectangle de 
dimensions 3d et 2d+3d, c'est-à-dire 3d et 5d 



5) On  recommence le même type de construction et on arrête quand on le désire. 
 
Par exemple avec un carré de dimension 2 au départ on obtient la suite de couples de 
dimension des rectangles successifs : 
(2 ;4)     (4 ;6)   (6 ;10)   (10 ;16)  …. 
 
 
 

 
 
Phase 2’’ 
On demande aux élèves de calculer le PGCD de chaque couple précèdent 
On obtient : 
PGCD (2 ;4) = 2 
PGCD (4 ;6) =2 
PGCD (6 ;10) = 2 
PGCD (10 ;16) = 2 
 Les élèves formulent une conjecture les PGCD sera toujours 2 
 
 
Phase 3’’ 
On peut avec avancer dans l’apprentissage de la logique et de raisonner avec les élèves par 
une contraposée non rigoureusement formalisée mais assez intuitive: 
Supposons que à une étape de cette construction on obtient comme  PGCD un nombre k plus 
grand que 2 
Alors il divise les deux dimensions a et b du rectangle, par exemple avec a<b 
Alors il divise les deux dimensions du rectangle précèdent qui sont  a et  b-a 
Ainsi de proche en proche on arriverait  à la conclusion que k divise les nombres 2 et 4 tout en 
étant k>2  mais ceci est absurde car  le  PGCD de 2 et 4 est 2 



(*) Pour approfondir cette question nous vous conseillons à nos collègues de consulter des 
articles sur la suite de Fibonacci et l’Algorithme d’Euclide. Si on part d’un carré de 
dimension 1 on obtient les termes de la suite classique de Fibonacci. 

 
 
 
Partie III  Problèmes dans le champ étudié : multiples, diviseurs 
PGCD 
 
On propose dans cette partie des problèmes où les procédures et notions trouvées 
précédemment sont à la base de la résolution. 
 
Pour cela nous pouvons extraire de certains manuels des énoncés qui ne soient pas que des 
énoncés d’application  numérique directe du PGCD. 
 
 
Exemples 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sésamaths  



 
 
 
 
 
Sésamath page suivante 



 
 
 
 
 



Conclusion de cette partie:  Cette proposition  didactique basée 
sur l’algorithme d’Euclide permet aux élèves d’avancer à partir 
de leurs productions et d’ aborder des propriétés des multiples et 
diviseurs, en particulier le PGCD de deux entiers naturels non 
nuls. Ceci dans le cadre du développement des connaissances et 
compétences du socle commun. 
 
 
II) Ouverture d’un problème par une transformation de l’énoncé. 
 Sur l’exercice du manuel Sésamaths 3e, le 75 Piscine, page 27, Chapitre N1, 
Collection Mathenpoche, Génération5 
 
 
 
75 Piscine 
Une piscine rectangulaire mesure 3,36m  par 7,80m et a une profondeur de 
1,44m. 
On désire la carreler avec des carreaux carrés tous identiques. 
Le carreleur ne veut pas faire de découpes de carreaux et préfère les grands 
carreaux, car  ils sont plus faciles à poser.  Son fournisseur a toutes les 
tailles de carreaux en nombre entier de centimètres. 
a) Quelle taille de carreaux doit-il commander ? 
b) Son fournisseur vend les carreaux par lot de 100. Combien de lots doit-il 
commander ? 
Analyse didactique : 
1° Les capacités travaillées par ce problème chez les élèves 
Partie de la question (a) 
1) Capacité relevant du socle commun 
Les élèves doivent rechercher et organiser l’information  
Ils doivent ici à partir de « Une piscine rectangulaire » penser à un 
parallélépipède rectangle ou pavé droit. Mais faire attention qu’il y a seulement 
5 faces à prendre en compte car une piscine a seulement un fond et quatre faces 
latérales.  
Ils doivent penser à la forme des faces du pavé droit, c'est-à-dire des rectangles. 
Ils doivent penser aux différents rectangles, (largeur et longueur) et au nombre 
de chaque type. Soit deux rectangles de 3,36m x 1,44m , deux rectangles de 
7,80m par 1,44 et pour le fond un rectangle de 3,36m par 7,80m 
2) Capacité relevant du socle commun 
Engager une démarche, raisonner, argumenter, démontrer 
Ils doivent penser que l’interdiction de faire des découpes implique un « nombre 
entier de carrés » 



Ils doivent penser que « préfère les grands carreaux » implique « chercher le 
carré de plus grande dimension » 
Capacité relevant du socle commun 
Calculer, mesurer, appliquer des consignes 
Ils doivent penser à transformer les mesures en cm et regarder s’il s’agit de 
nombres entiers.  
Ils doivent penser à chercher un carré tel que sa dimension lui permette de 
rentrer un nombre entier de fois dans la largeur et la longueur de chaque type de 
rectangle. Ils doivent modéliser ceci par « il faut trouver un diviseur commun à 
336 ; 144 ; et 780, le plus grand possible » 
Ils doivent adapter leurs connaissances apprises des méthodes de recherche du 
PGCD de deux nombres à la recherche d’un PGCD de trois nombres.  
 
Partie de la question (b) 
Capacités relevant du socle commun 
Calculer, mesurer, appliquer des consignes 
Engager une démarche, raisonner, argumenter, démontrer 
Ils doivent penser que « calculer le nombre de carreaux par face de la piscine » 
revient à  mesurer l’aire de chaque rectangle avec comme unité « le carreau 
obtenu dans la question (a) » Pour cela il faut qu’il pensent à diviser la largeur et 
la longueur de chaque rectangle par le PGCD obtenu et ensuite multiplier les 
deux quotients obtenus. 
Ils doivent une fois qu'ils ont  trouvé le nombre total des « carreaux  carrés », 
penser à la division euclidienne par 100, puis augmenter le quotient d’une unité 
si le reste est non nul. 
 
Proposition de transformation de l’énoncé 
75 Piscine 
Une piscine rectangulaire mesure 3,36m  par 7,80m et a une profondeur de 
1,44m. 
On désire la carreler avec des carreaux carrés tous identiques. 
Le carreleur ne veut pas faire de découpes de carreaux et préfère les grands 
carreaux, car  ils sont plus faciles à poser.  Son fournisseur a toutes les 
tailles de carreaux en nombre entier de centimètres. 
a) Quelle taille de carreaux doit-il commander ? 
b) Son fournisseur vend les carreaux par lot de 100. Combien de lots doit-il 
commander ? 
 
Nous proposons soit d’ajouter à l’énoncé le texte suivant 
Dessiner «  à main levée » un schéma de représentation en perspective de 
cette piscine.  Quelle  est la forme géométrique de cette piscine ? 



Si tu préfères, tu peux résoudre, pour commencer, le même type de 
problème mais plus facile, avec une piscine de 6m par 12m par 4m de 
profondeur. 
Tu peux nous montrer que tu sais trouver la solution pour une des faces de 
la piscine, par exemple celle de 6m par 4m, puis celle de 4m par 12m, puis 
celle de 6m par 12m. Tu écris quelle est la forme de chaque face. 
Et tu nous montres que tu sais calculer le nombre de carreaux carrés de 
chaque face. 
Maintenant peux-tu résoudre le problème donné au départ ? Pour cela tu 
nous expliques chaque étape de tes calculs.  
 
Soit d’ouvrir complètement l’énoncé, même jusqu’ à tenir compte des 
observations faites sur un carrelage réel. Par exemple dans la salle de cours. 
Dans ce cas il faudra même tenir compte d’un nouveau paramètre : la largeur 
des « ‘joints ».Le problème devient plus en accord avec la réalité. Il faudra 
bien se mettre d’accord avec nos élèves quelles ont les modélisation possibles. 
On garde par contre le choix des valeurs entiers des carreaux carrés et le fait 
qu’on ne veut pas les découper. 
Ce deuxième choix pédagogique nous parait le plus approprié et plus en 
accord avec l’orientation du « socle commun « . Les élèves qui travaillent de 
cette manière  comprennent que les mathématiques sont fort utiles quand on 
modélise bien un problème de la vie réelle.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 



Annexe 1 productions des élèves « étudiants professeurs des écoles »     
 

 



 
 

 
 
 



 
 

 
 
 



 
 
Annexe2 Propositions de différents manuels 
Collection phare hachette éducation 3ème 
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Sésamath Collection Mathenpoche 
 
 



 
 
 
 
 



Annexe3 
Algorithme classique d’Euclide 
 
 

 
 


