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Je remanque une fois de plus L' avantage
qu' L y a pour Le polte, Le philosophe,

Le naturaliste, et pour nous fous, & nows
Livren, de temps en temps, & une oceupa-
Lon differente, de notre occunation habi-
Tuelle et & ouvnin L'oedil, pour ainsi dire,
de cGte. Le podte aura ainsi des visions
qu' aucune Lnspiration volontaire ne feralt
naitre. Le philosophe devra admettre des
prinedpes qu'une Longue ttude ne Lul aurait
pas neveles et Le naturaliste Lui-meme
tombera surn une fLeur ou un animal Lmprévu
et nouveau.

H.D THOREAU,

INTRODUCTION

1°) Le titre de ce recueil - Kreisleriana - fait allusion aux ceuvies de E.T.A.
HOFFMANN et de R.SCHUMANN et indique assez, fe pense, qu'il s'agit d'un ensem-
ble de fragments qui n'ont pas L'ambitidn de conmstituen un ensemble bien cooi-
donné.

Les fragments sont de styles divers (comme Leurs auteurs) car nous n'avons was
trouve de bonne raison pour porter tous Le méme uniforme : ce sont simplement
Les traces du travail d'un petit ghoupe qui se ndunit @ L'IREM de Caen certains
vendredis pourn examiner Les eventuelles retombées pédagoaiques d'un rapproche-
ment entre Les mathématiques et La musique.

Un denominateur commun & ces anticles est q'ils tournent autourn de themes ayant
Tous un rappornt avee Les mathimatiques et La musique.

Un autrne denominateur commun est que L'on 5'est effonce d'aborden Les differents
sufets de maniere praamatique et au niveau Le plus bas. S<, au cours du voyage,
L a fallu prendre des chemins plus escarnpls, on 4'est efforce de Les choisin de
maniere "Localement pure” c'est-a-dire en hestant & L'intérleur d'une méme dis-
cipline (varlable d'un chemin a £'autre).

Finalement on doit savoin qu'on 5'est essouffle tnds vite et que £'on ne culmine
pas thes haut ; Le Lecteur ne doit suwitout pas penser qu'on Lui demande un arand
efpont et L ne doit pas oublier non plus qu'il dispose de La Liberts de &'arndten
La oa Le paysage Lul wlalt, que ce s0it dans Les Avaloins ou sun Le Mont Pincon.



2°) Nows sommes nedevables des quelques Ldées contenues dans ce trhavaill aux
deux bonnes 4ées que sont Les mathimatiques et La musique.
Je surnprendral sans doute beaucoup £es musiciens en disant que notre golt
de fa Liberts nous & 8té donné par La 4ée des mathématiques, mais peut-&tre
me crnoinont-iLs davantage s4 fe cite Lci Descarntes [7] :
"Et ainsi je pensal que Les sciences des Livres, au moins celles dont Les
naisons ne sont que probables, et qui n'ont aucunes démonstrations, 5" 3tant
composies et grossies peu a4 peu des opinions de plusiewrs et divernses pen-
sonnes, ne sont point si approchantes de La vérnité que Les simples raisonne-
ments que peut faire naturellement un homme de bon sens touchant Les choses
qui se prisentent”.
La Liberts en mathématiques n'est Limitie que par La nicessite de La non-
contradiction Logique. Cette Libentd est donc accessible @ tout "homme de
bon sens" et ne 8'incline devant aucun principe d'autornife.
Et f'espere aussi surprendre Les mathématiciens en disant que La fée de La
musique nous apporte L'intuition de beaucoup d'objets et de stauctures mathé-
matiques M 2a musique est un exercice cach? d'anithématique tel que £'espril
ignone qu'il compte " disait Leibniz dans une célfebre Leftre a Christian
Goldbach. En citant ces noms prestigieux fe vise naturellement Les non-mathé-
maticiens can Les mathdmaticiens, eux, powrront faire Les exercices d'ari-
thmétique musicale qu'on Lewr donne dans Les pages qui sulvent...
L' interaction entre ces deux principes me varalt niche de possibilitis peda-
gogiques, en mathématiques aussi bien qu'en musique. EL c'est ce dernden point
que fe vais maintenant examiner, d'une autre maniere, certes, et en Le géne-
nalisant beaucoup. ..

3°) Depuis quelque temps on fait un certain bruit autour d'une théonie qui date
de plus d'un si8cle : celle des deux hemispheres [?] . Les hémispheres dont
i 5'agit sont Les hemisphlres cérébraux et Les indications qui sulvent ne
sont valables que poun Les droltiens.
L' hémisphere gauche parailt étre Le sitge du Langage, du caleul, des activitis
analytiques et Logiques, efe... Bref c'est Le cote "orndinateur" de L'esprit
humain .
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On peut rapprocher cecd des commentaines que 4aisait Emil Artin sur Los
"ELements de mathématique" de Nicolas Bourbaki, "

"Nous pensons tous que Les mathémaiiqueé sont un ant. L'auteun d'un
Livre, hesp. Le professeur dans sa classe, essaie de thansmetire d 404 Lec-
Teuns, resp. auditeuns, Le sens de La beauts structurelles des mathematiques .
Dans cette entrepnise LL chouera toufours. Certes Les mathématiques sont
Logiques : chaque conclusion est tirnde des résulitats qui precedent. Cepen-
dant La totalite de L'affaire, L'oeuvie d'arnt vérnitable, n'est pas Lindaire ;
et, ce qui est blen pine, sa perception ne peut-étre qu' instantante. Nous
avons Zous Eprouve, en de rares occasions, une impression d'exaltation en
realisant que nous avions permis & nos auditeuns de voir, L'espace d'une
seconde, L'archifecture complite d'une question, et toutes ses ramigLcations.
Comment peut-on y parvenirn ?

Se cramponner obstinment a La Logique Lintaire inhibe La visualisation

de L'ensemble, mais pourtant cette structure Logique doit prédominer sous
nisque de chaos. Bowrbaki est tout & fait conscient de ce dilemme. Le 4ait
que son oeuvre est subdivisie en Livres, Le fait que des exercices sont don-
nés qui utilisent des panties ultirnieunes de La théorie montrent au'il a
consclence de La difficulte. Cependant fe pense que dans cerntains cas La
subdivision en Livres ne suffit vas."

EX on peut revenin & Descartes poun noter La ressemblance enthe ces propos
ot La n2gle X1 [ 1) :

"Aprds que nous avons ew L'intuition de quelques propositions simples, 54
nous en déduisons quelques autrne, LiL est utile de Leos parcowin foutes d'un
mouvement de pensée continu et ininterrompu, de rneglechin a Leurns relations
mutuelles, et, autant que cela est possible, de concevoin distinctement plu-
sdeuns choses @ La 4ois ; carn c'est ainsi que notre connaissance acquiert

beaucoup plus de centitude et La puissance de notre espnit une plus grande
etendue.



L' hémisphine drnoit parait etrne Le silge de L'imagination, de L' intultion
spatiole, musicale, des pensées holistigues et synthétioues, ete...

Clest La sans doute que réside "L'ange qui soupire en nous Lorsque La pa-
nole est sans pulssance”.

Quoi qu'il en s0it, on trouve Lcd une caract@risation de deux aspects sou-
vent antinomiques de L'activitt intellectuelle en général, et mathématique
en parnticulien.

Oui n'a nemanqué (et souvent en gace d'un auditoire!) La difficulte qu' L
y a & couler dans un moule Bourbakiste hypothitico-déductif, Les errements
de La necherche dans La solution d'un probleme ?

Deux personnages semblent alons se disputern Le tewradn : celud qui hepnré-
sente L'ondre Logique veut Etouffer £'intuition et L'intwition bouscule

L' ondre Logique(au grand scandale de celui-cd !).

Pouwr symboliser cect, 4L sera commode de donner une "dé finition" dans Le
genre 4Lou.

DEFINITION :

On appelle "mathématiques de L'hémisphene gauche (resp.droit)”
Leos mathmatiques qui sont abstraites, déductives, gormelles, caleulatri-
ces, etc... lresp.intuitives, holistiques, non verbales, imaginatives, ete..|

On dirait bien gque, depuis Descartes, on assiste a un dévelLoppement persis-
tant des mathématiques de L'hemisphere gauche.

10 paralt difficile de vouloir absoudre Descartes de toute responsabilite
dans cette situation, qu'on en juge par cet extrait de La negle XITI [1} :
"Si nows comprencns parfaitement une question, LL faut 2'abstraine de tout
concept superslu, La simplifien Le plus possible, et La divisern au moyen

de 2'enumdration en des parnties aussi petites que possible”.

Mais on peut tgalement se demander 84 Descartes Lui-meme ne seralt pas sus-
pris de £'dtat actuel des choses, n'a t-LL pas tenit (negle XI).

N1e ost wtile aussi, La plupart du temps, de tracen ces higures el de Les

monther  aux sens externes, afin que, par ce moyen, nothe pensée 804t pLus
facilLement tenue attentive'.



5°) 1L est temps de conclure cette trop géenernale et thop Longue introduc-
tion.
Je Le feral en regrettant que "La reine de nos facultés", fe veux dire
L' imagination, s0it en ce moment Le parent pauvie de L' enseignement des
mathematiques (et méme Le parent suspect : veuwt-on expulsern "La folle
du Logis"? ne serait-elle pas assez respectable pour nos philisting ?).
Nous connaissons tous assez d'exemples de cet état de 4ait (par exemple
des Zextes de problemes dont un bon 3L&ve neut Forite £a sclufionm saw:
Le moindre tatomnement, tel un ordinateun nowr au'<d soat nutcke d'n
sAsten.

EZ c'est aussd pour riagin contre cet ostracisme de L'imagination que
nous vous presentons ces cowrtes notes. Nows espérons qu'elles résonneront
aghtablement dans votre hémisphire droit et, qui sait ? qu'elles vous
ineiteront a vouws joindre auw groupe "Maths et Musique" £'annde prochaine,

pour faire mieux !

Avnll 1985, Yuves HELLEGOUARCH.
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1)- MOTTFS REPETITIFS EN MUSTQUE

1) INTRODUCTION

10 est bien connu que 2'un des moyens pedagogiques utilisés dans Le but d'améliorern
La technique des instrumentistes et des chantewrs est La hépetition :
veépetition d'une méme phrase ou d'un meéme motif.
Centains pédagogues de La musique doutent de La rentabilit? de ce moyen et certains
pensent méme qu'il peut etre nuisible, d'autres y attachent une grande valeur. Mon
propos n'est pas d'entren dans cette discussion, mais d'analyser Le procldl et de ne-
4lechin aux significations qu'il powvalt avoir.
Et 44 je suis conduit & présentern R'attitude des pédagogues "nZpetitifs" ce n'est

pas powr L'approuver, mais pour La caractinisen.

1,1 - L'une des caractéristiques est qu'il n'y a pas de Limite au nombre de r@peti-
tlons .
Le maitre (inquiet) :"Combien de fois as-tu n8pété cette difgilculte depulis
La semaine derniere ?7".

L'83ve (honteux) : " Sewlement 5040 fois, Mailtre, can fe ne peux thavailler
qu'une hewre par fowr et Le mauvals passage dure 5 secondes’.

Le maitrne (rassurd) : "Ce n'est pas assez, L faut travaillern cing heures par
journ et Le n@péten 25 200 fois pour La prochaine Legon".

De nombreux recueils d'exercices répetitifs sont vendus dans Le commerce (par
exemple Les "Exercices Jowwnaliens" de L.R Fewillard pour Le violoncelle). ILs con-
tiennent des motifs que L'@L2ve est censé nipétern un nombre indéfini de fois. Pour
poUvoin présenter une science LRLimitée dans un volume §ini on utilise Le signe :

1L signifie que Le motif qui préclde ce signe doit @trhe npete plusieurs fo4Ls.



Voiel un exemple de motifs nepdtitifs tinés des "Exercices Jouwrnaliens":

N9
L

@

1,2 - Une autre caracténistique foue en sens inverse :

Pour Les instruments ordinaires (fe ne parle pas des ondinateurs de
J.C RISSET qui développent une dimension supplimentaire) L£'ambitus de tout
exencice est Limite. La gable suivante n'est donc pas concevable :

Le mattrne (fache) : "pourquoi £'es-tu awnéxté aux gammes de do Rk a

23 gctaves 7"

L'efeve (honteux) :"J'ai aussdi &tudie Zoutes Les gammes jusqu'd do 354
et en minewr hanmonique et mélodique, Les gammes & La tience, Les gammes
en tlerces, en sixtes, en octaves et en dixiimes, Les arpéges et "Les
Exencices Journaliens". Mais je ne peux pas travailler plus d'une hewre

par fourn ",

Le mattre (furnieux) : "Tu Etudieras toutes Les gammes, fusqu'd La 47i2me
octave et fu travallleras cing heures par jour comme fe te £'al déja dit".

1,3 - Les remarques précédentes ont pour but de souligner £'analogie qui appa-
raikt entre Le travail de £'élve qui veut travailler sa technique selon Les prin-
cipes deenits ci-dessus et celul d'un dessinateur qui voudrait rnéalisern une frise
deécorative : cette frise doit se reproduire indefiniment et itrne situde dans une
bande de Largeurn Limitée.,



Pown concnbtisen cette approche nows allons montrer en quod L'exerncice E
signal plus haut :
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et La frise japonaise que voLck :
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sont, ou ne sont pas, analogues.

17) ANALYSE D'UN EXERCICE

GLobalement nous pouvons dire que Le motif :

; 2 /_\ \
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se neproduit identique a Lui-meme avec une periodicité de quatre meswres (bar-
nes verticales).
S{ £'on désigne par M ce motif et par L, La trhanslation de quatre mesures dans

Le temps, nows avons donc :

On auwra auwssithorniquement)

£y (M) = M
pour tout n € Z.



2,1 - Hautewr des nctes et rythme.

SL L'on consddene L'ensemble A des deux premires mesures et L£'ensemble B
des deux dernieres mesures on constate qu'ils se déduisent L'un de L'autre pan
une symétrie axiale R (appelie renversement en musique) dont £'axe se trouve
ttrne a La hawteun du do¥ de La pontée.

Cela se "voit" Lorsque L'on superpose A et B :

T ey R ﬁj\ﬂ/‘ |

FatabLs R D H IRF\E Il Py ey =
S

B et e = = = = =

de R 7 C 7N R N = 2 Y AP

T E S L UTag 7

Mais comme Les deux moXifs sont décales de deux mesunes dans Le temps nous
avons en reéalite :

B =21, oR[A] =R c'g(A)

2

ol %, désigne La translation de deux mesures.
L' operation Z, oR est appelie un "glissement”" en géomitrie, nous avons donc
afpaire a un "glissement musical" analogue au glissement :

de La frise faponaise :
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2,2 - Main gauche.

Si on regande d'assez Loin, on constate que £a suite des doigtes de La
main gauche, présente Le méme genre de symetnie :

0314327403743274021422740274247204722472047234730472347370
.\/—"\/\“‘__'/ \h‘——__—_—\/\’/
C D

Les ensembles C et D sont simplement inverses L'un de £'autre (c'est une sorte
de "ndcurnence” powr utilisen Le vocabulaire des musiclens) . '
12 neste quelques excepiions au centne ot aux extnemites, mais Les arbres
ne doivent pas dissimuler La éonet et La sthucturne digitale de L'exercice

conrnespond a La frise sulvante :

S{ £'on comparne Les structurnes Z2,1)et 2,3) AL y a un petit probleme : Le sy-
métnie des doigtis est Légtrement décalie par happort & celle du nythme.
C'est assez ennuyfelX.....

7,3- Main droite.

Les coups d'anchets suivent Le rythme et Le seul probleme consiste a Asa-
voin sun quelle cornde on doit jouekr.

Voicdl Le schéma : . ‘ i
i | }UZ, { 'él
do § Aot | e (//]/— I
T /K/I’ j ‘ ( 5 4 , Rall. - e i
e et e
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On 4'apercoit qu'il y a un &norme décalage (décalage maximal) entre La stnuc-
ture rythmique et Le schéma des cordes. D'autre part Le choix des coups d'arn-
chets, qui prend parti pour La staucture aythmique, entre en conglit avec Le
schema des corndes. De sonte que, globalement, il n'y a aucune symetrnie poun La
main droite, ce qui donne La frise :

2,4 - Conclusion.

Comme on L'a vu en 2,1) , 2,2) , et 2,3)notre exencice supernose des
stwctunes diverses qui sont parfois antinomiques (voirn classification des
ghoupes des fraises).

On peut penser que, Loin de simplifier La difficults qu'il est cens?é rnésoudre,
A ne gait que superposer des difgiculitis divergentes. Cela conduit & Enoncer
La conjoncturne suivante qu'il serait facile de testen :

Conjecture : A contenu technique Zgal, Le deghé de difficults d'un exercice
est gonction choissante de son deghé d'incohérence structurelle.

Une autre maniere (moins abstraite) de dine La méme chose est La suivante :
avant d'essayer de dessinern un chat dissymétrnique, il faut s'exercer & dessinen
Les chats symétrniques (de droite et de gauche) correspondants.

Cela conduit a nemplacer notre exercice E par deux autres exercices plus cohé-
rents et qui Le "necouvrent"

v
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PLutit que de nBpdten 1000 fois sans rien dire L'exercice E, ne pouwralt-on
pas envisager d'introduire un peu de Varieti en commencant par népéter 250
fois E', 250 fois E" et en demandant L'autorisation de ne népétern que 500 F04is
E?

REMARQUE

On note une analogie entre Le proctde ci-dessus et celud qui consiste
a décomposen un mouvement vibratoine complexe en somme de mouvements vibratoines
simples, c'est-a-dire entre notrhe procédé et L'analyse harmonique de Fowrlenr.

111) DE LA TECHNIQUE A LA MUSTQUE.

Je me propose de montrer, par quelques exemples tings du £rio de Brahms en
do majeuwr op 87, comment un grand composiftewr peut trhansfornmen en ferments
cnBatifs, Les procddes nBpetitifs que nous avons rencontrés.

Mes explications s'adressent a L'hémisphere gauche du cerveau du Lecteun eft,
pour Lui, fe feral une sonte d'analyse musicale non-standard en wbilisant des
analogies visuelles et une description subjective de quelques passages du thio.
Mais La musique 5'adresse suntout & L'hémisphere drodit et 44 Le Lecteur veut
commaitre "Ra" vERitE, fe ne peux que Lul conseiller de bien Zcouter ce £nio
dont il existe d'excellents enregisirements. Alons AL powura 8'interwroger sur
La semantique des "glissements" et des mouvements paralleles et AL percevira
Les Luewns des mystinieuses "symetrnies axiales'.

3,1 - Remarques sur Les "glissements™.
Prenons Le second mouvement qui comporte un theme (qui a Le caractere
d'une mélodie populaire hongroise) et 5 variations.
Voled Le Zheme:
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On constate que Le violon et Le violoncelle jouent des mélodies completement
paralliles @ une octave de distance, mais un mathématiclen pourhait remar-
quern un "glissement" dans La parntie de violoncelle, vers La gin du theme.

Brahms va £-iL 4'intéressen & ce détail, a cette polarisation passagere du
theme en yin et yang ?

Regandons La 4in de ce mouvement (Les §ins contiennent toujours une ghande
parntie du message de Brahms ; par exemple, La §in du second mouvement du
sextuen en Aib mafeur .

On y retrouve Le méme "glissement” au méme endroit, mais AL 5'€tend alons
sun hudt mesunes et se prolonge en multiples Echos  de plus en plus gragmen-
185, fusqu'au quatre notes ultimes du vioLon et du viofoncelle qui se déci-
dent a résoudre en mouvement parallilfe @ La sixte L'opposition du yin et du
yang. 1L me paraiit remarquable gque ce message 504t immEdiatement intelli-
gible & "2'ange qui sommeille en nous", sans recouns a L'himisphire gauche !
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Prenons £e finale qui est indiqué "allegro glocoso" et nessemble,
nt Le refrain débuteralt sur un theme en mouve-

d'assez Loin, & un rondo do
yeux et plein d'assu-

ments paralliles aux cordes, accompagné d'un motif fo
j'ai encadri pour montrer son cheminement d'une main @ £'authe

hance que
du pLano
Finale. Aﬁég‘ro ‘giocoso
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Tout & coup, Le motif foyeux dispanait, et Le theme prend un aspect Lnquil-

fant : est-ce une fausse Lmpression ?

12 néapparall ensuite en chassant Le mauvais présage et en 4e cachant dans

Lo #heme dont L rBussit @ faire partie
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Apres L'intervention de nouveaux themes Le refrain hevient, transformeé
Lo motif foyeux est maintenant congdé aux condes et Le theme &'est thans-
fonmé en sextolets, en mouvements paralleles aux deux mains du pianc :
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Cheschons La premigre réapparition du passage inquigtant, La vodlel
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On comstate que Le thZme &'est dédouble, au pianc, en deux {images renver-
5305 L'une de L'autrhe dans un mirodr. Hum ! ce passage semble bien sentin Le :
sougre

Enswite une intervention Ainsistante du motif joyeux semble hBussin @ exonr-
ciser Les demons du passage inquiltant, de sornte que Le helourn du regrain

est semblable & son apparition premithe.
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Exi-co tout ? non, Le nefrain revient dans une atmosphlre détendue et nos-
talgique (en "augmentation") et Le passage inquidtant subit une nouvelle
transmutation dans Laquelle Le dédoublement en miroin semble envahin tout

L' univess planistique
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Puis, Le trnio se termine, dans La coda, par un dédoublLement général
od La bonne humeurn et Le motif "giocoso" parviennent & triompher
"in extremis".
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REMARQUE

Bien d'autres aspects contrapimtiques apparaissent dans ce trnio et je
conseille vivement au Lecteun intéresst de se plonger dans La partition.
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ANNEXE 1

Que pensalt Brahms de ce thio ?

CLaude Rostand [J ] dit que "cette ceuvre est rarement joube, ot pa-
nalt tout aussd neéghigée parn Les musiciens qu'elle Le fut, semble t-il, par
son auteur Lui-meme, qui n'y fait gudre allusion dans sa correspondance” .

A.E Wein [Zj] it au contraine que Brahms tenait cetfe ceuvie en haute esti-
me, comme Le prouve une Letine & son Editeur, et qu'elfle obtint aussi £'adhi-
s4ion sans néserve de Clara Schumann.

Sa premigre exzeution eut Lieu Le 25 Aout 1882 dans un concert prive a Alt-
Aussee, Ignoz Balll etait au piano et Brahms 4'amusa beaucoup en disant qu'el-
Le avait e tenite par Balll.

Le 15 Marns 1883 elle 4ut joube publiquement @ Vienne et Le pubfic, aussi bien
que La critique, §4t un accuedll sans réserve & ceite ceuvhie.

ANNEXE 2

Autres glissements et symétries axiales issue du méme trio (quelques
exemples) .

Premien mouvement :
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Thoisiome mouvement :
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"Mes Ctats d'esprit sont wériodiques".

H.D. THOREAU.

7)- LES SEPT GROUPES DES FRISES

1) FRISES
Nous voulons parlen ici de L'analogue pictural des exercices nBpetitifs dont

AL a exe question dans Le chapitre 1, c'est-a-dire des 4nises.

D'apres Le Larocusse on donne Le nom de "4rise” & diverns &Léments de décoration
en porme de bande thés allongée et continue.

Cette definition est inadiquate pour L'usage que £'on veut en faire Lok, mais
elle constitue un bon point de départ pour prdeiser ce que nous voulons dike.
Une proprclie essentielle & ajoutern & La frise est d'étre périodigue : elle
doit se reproduire elle-méme par une thanslation £ (& # 4id).

S X desdigne une frise, on devra avodrn (X)) = X | 1L en rBsulte que, pour
tquz nombre n € 7, on awra aussi £t [ X ) =%, o " designe La pulssance
M o pa translation .

Une proprife qui est bien indiquie par Le Larousse est que La frise est "en
porme de bande trhes allongée”.

Cela veut dire que Les seules translations possibles, Laissant invariante La
prise X, dodvent étne foutes dans La dirnection de cette bande.

D'une maniere p@i}ibe, 54 t, et Z, sont deux t@iyézaiiona telles que K’aTgffzu-
de de t; s0it vy et L'amplitude de t, s0dt U, on dolt aveln U, = AU,
avee N\ € R (pan exemple A = V7).

Finalement nous sommes en désaccord total avec Le Larousse sun La question de
La continuite ; nows voulons au contraire introduire une clause de discontinuits

(qui nowus condwira @ exclure N = V 2).

Nous ne vowlons pas que X 504t reproductible par des translations inkiniment
petites, c'est-a-dine des translations t dont £'amplitude || U?i(éenaii Anke-
rleune @ un nombre & > 0 donmné a 2" avance X

t

X A pa
provrement parlern v est fa norme de 2'amplitude de Z.
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Lonsque ces thodis conditions sont satishaites on peut démontrern que toufes
Pos translations t qui Laissent X Anvariante sont Les pulssanced d'une
meme thansfation IO : X o= tO” avee né€Z.

Voied quelques exemples de prises.

GROUPES DES FRISES.

X désignant une certaine frise (n@pétfe indéginiment dans La bande) on appelle
"groupe de La fnise X ", et on note T;( , L'ensemble de toutes Les Lsomitried
du plan qui Laissent X invariante, ¢'est-a-dire qui sont telles que 4 o= X

Cet ensemble est un groupe powr La composdition des applications.
Pan cecd on entend que :

19) 0'identits, id € Fx
0 . 7 o _7 \/f-‘\‘
7°) Si {«¢ JX , alons 4 € S

3°) SL 4 et g ¢ ;ﬁ( , alons fog € lf&

—

On dit que,.f; est un sous-groupe du groupe de toutes Les {sométries du plan.
12 est clain que 7§ contient toutes Les translations £ telles que Z(X) = X,



Ces trhanslations forment elles-mémes un ghoupe que L£'on notera S, on a donc -
7
S C S

Le nesultat essentiel de ce chapitre est que, A Lsoporaphisme wrds, L& n'existe

que sept groupes S possibles.

1) Supposons que Les frises X et Y solent semblables c'est-a-dire qu'il
existe une similitude onthogonale s, directe ou inverse, telle que /S(X)=>/

ALors /]‘; = Fy . Consdidenons § € FX et posons g : = s¢C 604_7,
alorns :
X —2 5 Y
‘| |
) G Y

On volt facilement que g est une Lsomeirnie du plan et on a :

g(\/)mogoﬂ ()1)=/_>o/)(><)=5(><)=y

2) Consdidérons Les deux frnises sulvantes :

X] 5w mes EEEBEEEEEEE conus

Si l'on s'en tlent a La définition précidente Les aroupes F et

¥ ne sont pas Lsomorphes car J* contient La symétrnie 5 dont E'axe
est L'axe de symitrie de La Keﬂ‘/ze E @t J‘ ne contient aucune
symetnie ornthogonale. "2
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Toutefods 34 U/, désigne Le groupe des automorphismes afbines aul conser-
A /X, ’

vent )(2 , alorns AL est claln que :

B, = dXg

|

|2

Powr une étude plus approkondie voir L'annexe. 2 .

3) MOTIFS

Nows drons gu'un ensemble M de points du plan est un "motif" de La frise X
54 X est La néunion de tous Les f(M) pour § € GTX
On dira awssi que La fruise X est "engendrZe” par Le motif M.

11X est un motif de X, mais un point n'est pas en géngral un motih

de X
7) est un motif de .... EEEEE.... mais
n'est pas un motif de ....EEEEE.....

Supposons que f{ AOAI un groupe de frise et que M s0it une pant¢e non vide

du plan, alors X = ﬁ {) est une {riise dont Le groupe J* contient %.
feﬁ

4) DESCRIPTION DU GROUPE D'UNE FRISE PARTICULTEREMENT STMPLE.

= d
On désigne par a un vectewr non nul et par 0 un point queleonague du plan.

On pose :

— p)
7=40+na ;née 7 J

1L est clain que I est une grise et que 44 L'on remplace @ et 0 pan'&z et O7

Los hrises connespondantes sont semblables, d'aprés La premiZre remarque du
paragraphe 2, Lewws groupes sont isomonphes @ F, o F

A Z’l



> @ > 7 .
Nows poserons : Ao =0, AH = 0 + na et IO =0 +4%, L; = Io +na . Om nese !
Z :{A IméZ}
n
I, I_, IO I, o~ -
B} : \ . . z - Ua TJ»
. nln
nel
A_2 A_] Ao A AZ

—
La trhanslation x +—> x + na appartient a jZk

I8 est clain que cette translation est La puissance neMC do fa

—

transhation £ 2 x —> X + a.
On dirna que Le groupe S des Translations est engendr? pan to, et on
gorina

S= <t p

On peut caracténisen L'action de % sun 7 parn La helation Z, (A = Ay

SL une syméinie Sg de centre B, Laisse 7 invariant on delt avoir SB(AL) = Aj’

On en deduit que B est Le milieuw du segment AL Aj

SLf=4+2h, h € T, alorns B = AL+h

SL =4+ 1+ 27h, heZ alors B = I£+h

Reciproquement on constate que toute symétrie avec B = A

o B = Iﬁ , L e 7, Raisse 7 invarliant.

Sg z

Remarguons que S. 0 S =t (annexe 1), AL en nBsulte que %
Io Ao 0 o}

appartient aw ghoupe < SIO’ SA@ > engendr? par SIo et SA@‘

Montrons que ce groupe contient tous Les SB, avec B = A£ ou IK'

n e §
En effet to 0 SA est une symétrie centrale (annexe 1) et on a :



-268-

H

Q

n
n

AO SAI/L AL n = Zh

PR = SIh s = 72h + 1.

10 est clain que La syméirnie & d'axe AO/\] conserve Z et gue c'est La
sewle symétrnie axiale, d'axe parallele a AO AT’ qui conserve Z.

Si une autre symétrnle axiale ¢ conserve Z, alons o 04 conserve .
Mais ¢ oA est une rofation autour d'un centre e,
Une telle notation ne peut conserver 7 que 44 C € Z et 44 son angle

est Bgal @ T, done L'axe de T doit etre perpendiculaine @ Ao A (an-
nexe 1) et C est AK ou IK‘

Nous noterons par 0, , hesp. Gie La symitrie axiale dont L'axe est La
perpendiculaire a AO A contenant A,, resp I,.

Les principales relations entre ceb diverses symétrnies sont Les suivantes :

A o T = G o A - 5
y o T - G p & T S
Iﬁ Lo T
) 24,
T o G = a 1) 4 _ to
AL“—[‘- A/;‘ TL-}—Q{ “
38("'/1.
G o G — G « (u" ~ [/O
_l/c_‘_E\ ’A“L A,(_‘{-g\«f A ’(«

4,4) GLissements

Nows appellenons "glissement" une Lsométiie nigative sans point fixe.
1010 g g )
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Le prototype des glissements est fcz ::Oo 5= 5 ta :

REMARQUE :
—% &
SL & désdigne La transfation de vecteun % , Le glissement ) = £ o 5 = 0t
, (5 ; 5 o= g A
ne peut pas appartenir a ﬂz’ sinon & Lul-méme devralt etre dans ?;, ce

qui est absunde.

T
Toutes Les isomitries de J°, sont engendnres par 45, G’A et G

z 1)
on et ¢ © e
ﬂz G T Ty 2
(o] o

En efget :

=71, © T A,

- T = A
SA- 40 JAO = G“AGG
g 24 26+ 4 kS
— = . 0
A, Ey 9y ¢ S ¢ Ao



5) CLASSIF
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ICATTON DES GROUPES DES FRISES

5,2)

Soit une frise X de groupe JV

Supposons que ‘ﬁ contienne une rotation RA, alors powr tout § € Jw,

-1

fo Ry 0§ est une notation de f’x dont Le centrne est § (A).

L'angle de toutes ces rotations est ggal a T, sdinon Ry (x) ne se-
rait plus dans La "bande tres allongée" dont parle Le La/wws/se
Adlns i Rﬁ(A) 0 RA eét une tnanéﬁai&on de J* d' amplitude

“ —_—
2 Ag(A) =nv, , ou v, désigne L'amplitude de £,

(ta désdignent toujourns un géndrateun du groupe des thanslations de

g voin paraghaphe 1).

—————————

1L en neésulte que :
= AN
M(A 5éﬁx}{A+n%i pne z/].-zz

ot on verifie facilement que tout § € J” conserve 1, o'est-a-dirne
que : i —
fock
X Z
Done Les groupes 5}7 qui contiennent des notations (c'est-a-dine des
symetaies ceninaﬁeA) sont isomorphes a des sous-ghouped de j¢%.

On commencena par déterminer ces A0ub- gnoupes et, ensulte, on exa-
minena Les cas ol J’ ne contient pas de rotations : ¢ 'est-a-dine

Le cas Le plus AAmpﬁe !

Cas ol T contient des symétnies centrales.

Seit T un géndratewr du groupe des translations de 7 et soit §o=’l
lons L'étude du paragraphe 4 montre que engendre Le groupe des
trans Lations mL?;.

P
i F one contient pas d'isométries négaziveb on a donc :

7;=< A>



SL f% contient des isomitnies négatives, mais pas de symétries axiales,
alons J’ contient un centain q&w»sememﬁd/ z" o s.

On vernigde sans peine que 54 p est pain, 4 6]7 ce qui est conthainre a
L' hypothese.
Done n est de La forme 2p + 1, p € 7 ot

Py - FIp Zp+1
ﬁ) J;q ra o T 0 b

oy
T 05 =&’0 & J‘ox

1L en résulte que :

S~

j()(z <J0 ’SA>:=

SL f% contient une symétrie axiale O’A , alonrs ~k contient 5 carn :

—
Mais 05 04, =%, done @ e F

X

8
e ' et
et réciproauement, AL Ty e S atons Gk €S etscS .
) X X X

:<’t0’SA’ /.’>> s = 3‘:;

i

Done :

Nous Lrons du plus complexe au plus simple en supposant d'abord quej'\');
contient des syméinies axiales.
Remarquons que 54 Les axes de deux symétrnies se rencontrent en un point 0,
La composte de ces symétnies esxt une rotation autowr de 0, ce qui est exclu.
On en deduit que 84 TX contient plusdeuns symétrnies axiales Leurns axes
sont paralleles,
La composée de deux symétrnies axiales d'axes paralliles, est une translation
dans La direction perpendiculaire aux axes. On en déduit que 54 T’; contient
plusieuns symétnies axiales, Les axes de ces sumitries sont onthogonaux &
La direction de to.



(e ; T 9
On voit 4acilement que dans ce cas on a S =<t ,U;> s =Jf
- X 6] lal 1

eyl , % 3 ;
SL "'k}( ne contient qu'une sewle symétnie axiale, alors son axe est de
méme direction que tO, done :

??;:Oto’ A> il

N~
Reste Le cas ol J; ne contient pas de symdtries axiales.
SL j)’: contient une isométrnie négative celle-ci est necessairement un glLis-
/.sementf' et ona |’ oj" =t "

Si n est pain, alons en posant n = Ilm et o = Jto_mo) ' on a :

G‘ow‘:(i— ) <t aa’
0<5' od/'>=4,d

done o est une symétrie axiale éj*;, ce qul est absunde.
- ; -m !
Doncn-2m+1utenpozsamfj-to o)

you=(€3 og?) (2 o)
5oy ey -
done :

B-<yy R

o g
sé S ne contient ni isombtries nigatives ni notations, akons S st
4orumé  de translations, donc :

Gy

6) ALGORITHME DE RECONNATISSANCE

Voded un algonithme simple qui vous permettra de reconnaltre a quel
groupe une 4rise donnée se nattache.



1

L'ordre des questions est Le sulvant :

-Y a -4l un centre de symétrnie ?

-V a -4 un axe de symétrie hornizontal ?
-V a 2-4L un axe de symétrie verntical ?
-V a -4l des glissements ?

u

Sumetnies centrnales !

/\

Symétnie d'axe , Symétrie d'axe
“o&&7onfa£ { hornizontal ?
Q/m@t&&@é d'axe Symetrnies d'axe
verntical. verntical 7

% WL \
Gﬂwémmmt7
qs

4 2

REMARQUE : On netrouve Le classement
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REMAROUE

REMARQUE :

On retrouve Le classement préctdant parn niveau de structure, L'anbre
9
gtant incline deff:, en bas a gauchaéiff; en hawt a droite.

Adin de vous entrainer, vodicl Les sept groupes de frises toutes formées
uniquement de Lettres ; Le remplacement d'une Lettre par une autre,
invariante par des symétnies différentes, peamet d'obtenin un groupe
difhernent.

Cela vient du fait que Le groupe des symétriies Laissent invariant cha-
que Lettre est {somorphe 4 ce que nous appelerons Le groupe vectorniel
wss00id dans La demonstration de niveau 2. Du point de vue pedagogique,
Lo choix des Lettrnes est intressant carn Lol Les motifs sont bien s€pa-

nes.

FFFFFFFF §888§8858 S
DODDDDODDD 11111111
AAAAAAAA MWMWMWOMW

DUDWDWD W

pour Les groupes qui contiennent des glissements mais pas de syme-
tries, nous avons besoin d'un motif formé de deux Lettres.

Dans Le méme esprit, vodicd quelques exerclices powr vous enthainesr :

ME COOK HE COOK WE COOK ME C
SANTA CLAUS SANTA CLAUS S A
HOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHOHO
MTMTMTMTMTMT MTMTMT MTMTMTMTMT
NOONNOONNOONNOONNOONNOONNQOON
(WOMOWOMOWOMOWOMOWOMOWOMOMOMO

Al = QB0 IO b=

PR A 5 S

<L =0 T O

Vi



D'une manidre génirale, et toufours du point de vue pedagogique, Le
chodix d'une Lettre est excellent pour faire comprendre La différence entre
une Lsométnie dinecte et une isoméinie indirecte : L'image de La Lettre F
par une syméinie onthogonale n'est pas un F (44 on ne regande pas par trhans-
parence) ; Le falt que Le sens des angles 504t inversd est bien sin a sLgna-
Len, mais ce n'est peut-itre pas La premidre propriete qu'il faut faire
observen,

Poun Lllustren ce fait, nous vous proposons L'exercice suivant

La figure ci-contre
LLustre Le ghoupe

En completant Les cases vides fudicleusement, vous pouvez {LLustrer ain-
54 Les 7 ghoupes.



ANNEXE T :

Notions élémentaires concernant Les {somBinies hencontrles dans ce pa-
nagraphe et Leuwrs composies.

Une isométriie du plan est une application du plan swr Qul méme qui conserve Les
distances.

SYMETRIE CENTRALE ‘ :
O

Chaque point M du plan est

transfornmé en un point M

tel que o Aoit milieu de [NMV].

Clost aussi une rotation de centre 0 et
d'angle 180°

SYMETRIE ORTHOGONALE PAR RAPPORT A UNE DROTTE 4

EmoswmEsay.

Chague point M du plan est transforme
en un point M' zel que 4 s0it mediatrice

de [um'].

GLISSEMENT . C'est La composie d'une symdinie onthogonale d'axe 4 avec une transla-
tion de veetewr i panatlele & 4 .

o -
]
]

|
£
<
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Composee de deux symétriies onthogonales et d'axes perpendiculaires .

4
> o
PR
L= Aymelue o are Ji
6 : aymitue dave 4
on a :
fo A =85 S etant La symétrnie de centre 0 (Lintersec-

Tion de D et de 4).

CONCLUSTON : On a aussd : 4 = 6 0 8

0
et 6= $ 04 A0S

Composte de deux symétrnies onthogonales € et &' d'axes paralliles.

/
50(=i2(z}

ou Z,->est La translation de vectewr 20
u est Le vecteurn cornrespondant a La
Translation qui transforme A en 4°'.

£l

Remarque : €04 =1, -




_3&-

COMPOSEE D'UN GLISSEMENT DE TYPE F = Jotl” AVEC UNE SYMETRIE CENTRALE & DONT LE
CENTRE A EST SUR L'AXE DE 5.

Notons 4 La droite passant pan A et perpendiculaire a L'axe de 4. Appelons
La symitrnie d'axe 4 .
Mons Les nésulitats qui précedent entrainent :

Sc¥ m So4 ot = 60 z&’:K'* -
w

ou €' est La symétnie d'axe A' image de A dans La transtation de vecteur ——

De méme, on a :

o0& €00 tl =Sozxl =0 A
ou S' est La symétrnie de centre T image de A dans fa translation de vecteur

é)
2

¥ La composition des applications esi toujouwns assoclative.
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ANNEXE 2

La question que L'on se pose est de savoir i notrne définition de J“ n'est pas
thop restrictive, ne deviait-on pas plutit considéresn Le groupe ('5 de tous
Les automorphismes affines de La frise X 2

L'exemple du paragraphe 2 nous incite & cet elargissement mais dissimule La
complexite de La situation.
Prenons plutot pour X La §rise sulvante gormée d'hexagones riguliens :

5. 8 o 8, B2 B s 8

2

/

\/A, /A

‘\

£ -2 C =1 'o

!
o~ g

L'algornithme de neconnaissance montre que Fo = jf2

Mais ? contient La symétrnie affine Z. d'axe Ao A7 et de dinection A, B,

ainsi que La symétrnie affine Z'I d'axe Ao A; et de direction A, B

x i on pourna etudien La thansformation Z Zo

(transvection affine) et montren qu e&e ne peut pas etre L'image d'un @Le-
rall

ment de S dans un isomonphisme F ;x

1
' -
%(/X n'est pas isomorphe a JSY

ANNEXE 3

Pour Les Lectewrs dont L'hemisphire gauche est particulidrement developps,
je propose une définition des g ghoupes de frises qui court-circuite celle des
fnises ( & La/qu.vseje/t qui permet de rnetrouver toute La classification ci-
dessus.

Dans La suite nous désignerons par T L'espace vectoriel des vectewrs du plan;
0 Le ghoupe orthogonal du plan et Js Le groupe des isombtries du plan.
Nous savons qu'il existe une swite exacte :

0—T =1 L 0
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o0l T est L'infection de T dans 18 qui fait cornespondre La thanslation
- —
Zt-> © % —» xX+E  qu vecteun £, et ol L est L'Epimonphisme qui envole

une L{sombtriie surn L'application Lindaire associie.

On posera é = Z(T) = sous-groupe des translations de 1s et on posera La
dé ginition sulvante :

J" est un ghoupe de frise 84 et /seu,(ie,mem‘: AL ¢

?CjA
Fnt » L

~

Lemme 1 : Posons S = ‘c‘i((j"’ﬂé)

: - -
1) F opere sun S pan (&, t ) —> £l (E)
=1
2) On a : * o Z_, o & =

- .
= Ley(e )

Bornons-nouws 4 démontren La deuxime assertion ; 84 X € E

% 0 Z: oo(—j (i) = a[u'l(x)+z> } = X +—é(d)[?)

Lemme 2 Suppowws que S = XZ t et désignons par 5 La symetrie vec/toue/&@e
d'axe R’cp , ot pan o La symétrie vectonielle d'axe orthogonal a R f

Alors on a :
H(F) = 21_4‘41 } , {wl(;} ; % ‘J/ZE% , ?[01,5:}

o {dd 5 , a5 5

~

9|

<l

—

En effet 84 L'action de J sun S est triviale, alons pourn tout ot € et

— Y - " g - —_

576 S L,ona Z(W)E)=F , done £ (F ) :7\4‘41;. It ﬂ[&?):{,wl ) 4} .
J

Sinon, on a {’{S«")[t )= 4 & (can un géndrateur de S est envoyl sur un gé-

nérateurn de S) ce qui fowwmnit Les thols autres cas.



Theoreme ("Les sept groupes des fraises™)

Soit un groupe de frise F e/téoi/tS=Zz;
1) L 1F ) < {id}, atos F- € -
2) Sé 2 (F) =] id ,Z} , alons
vk >y
=<{Zx 4 > = T J= >

o 5 est telle que L(s) = 5 @/CJ/QAIZ un glissement tel que £ (y) =5 et

2
= Z—-_}
i £,
3) 8i £ (F) ={J;d,2<?} . alons
72
:<zt—>c/ > :f‘l

S, désignant une symétrie de centre A,

4) Si £ (F) { 5

F - {Z; - > J" ol T designe une symétrnie d'axe perpendi-
o >

cwlaire a t—c

51 8L (F) <1 4, 8,7, 55 [, atows
v | (= ; _
Fedep sy 0 >=F o F=dy.5,5=75
ol A apparntient a L'axe ou dea’.

DEMONSTRATION

1) est éuident.
2) 8L 2 (F) = 54@( 4 } deux cas sont possibles :
F contient une symstnie ou F n'en contient pas .
Dans Le premier cas & <Zto ,)é>, dans Le second cas F contient un glis-

zsemen/tj o/tg("'é g .

/

8¢ J’l: ZQ : , alors g s est une symétrie deF!
. Znn -Mtv
Done y % ¢ et est telle que y & = .
J a@m/)t I wey Co

3)8&(’_(?):{@0{,56},@@0/1/5 5617_ (Arr)qcu,
possede un point fixe A est un demi-ton autoun de A.

N Sie(F) - {id, TY , atons o€ £7(F) et
une symétrie par rapport @ un axe perpendiculaire & to.



si 27! (5} contient une symétrie 4, alors
5 :<z€>, 5, Sy >
avec 5(A) = A,
— — —
Si en effet s(A) -A=6F0, alors O est perpendiculaire a to et 4 0 SA
—_—
est une symdtrnie &' dont L'axe se dodwit de cetui de 4 par La transtation © .

Donc 5'0 4 = 225 et 25¢S, ce qui est absurde !

si 271 (s) ne contient pas de symétrie, on voit comme en 2) que ALy
contient un glissement Y fel que 52 = Z?.
0

Enswite on voit comme ci-dessus que A appartient @ L'axe de y .

¥ REFERENCE

G.E MARTIN, "Transgormation geometny" SPRIMNGER



3) CORDES VIBRANTES

Pourquod Les conrdes vibrantes 7

C'est parce que Le son produif par une conde 8lastique dont La vibration
est entrnetenue, ftout comme Le son de La fLite, est un modele de phénomine vibratoire
periodique : de meme que L'ordre est Le contraire du chaos, ce son est Le contrhainre
d'un bruwlikt.

IL n'est pas question de traiter ici de L'ensemble de La question qui est, depuis

1747, un trnes vaste chapitre de phusique et un probleme séminal dans plusieuns théo-
ries mathematiques : sérnies de Fourien, intighation, distributions, ete...

Que 8'esX-iL passe en 1747 de 54 nemarquable en ce qui concerne Les corndes vibrantes
Tout simplement L'obtention par Jean Le Rond d'Alembernt de £'Gquation différentielle
aux dérivées partielles qui gouverne Lewr mouvement :

thZ

Fn  somme  cetfe Cquation failsalt passen L'étude des cordes vibrantes de 2'hemis-
phtre drodit a £'hemisphire gauche, mais Le savoin surn cette question &tait beaucoup

plus anclen :

"1t 45 Stonehenge ! "said Clare
"The heathen temple, you mean ?"

"Ves, oldern than the centuries ; older than the d'Unbervilles M,

(Thomas Handy : "Tess of the d'Urbervilles™).
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T - LE MONOCORDE

Clost un des plus anciens appareils de physique puisque Pythagore, trés
probablement, L'utilisalt défat ’

R C 3 A
N N\ /\\
5 , N
\\i:::;::i;:i%i:::jf:i;;;§\N>
; 12 se compose d'un cadre en bois F surn Lequel
[e]
est fixBe une coxde (fixation en A).

P

La conde passe sun deux chevalets B et C (B est fixe mais C peut 2tre
déplacd) puis sun une poulie R et, ginakement, son exthimite Librne est tendue par
un podds P.

On a ainsi une sorte de viclon pruimitif : C corrnespond au doigZ du
vicloniste et P aux chevilles qui permettent de tendre Les cordes.

On peut faire vibren La corde de difflrentes fagons : on peut La fgrapper, La met-
the en uibration aveec un archet ou bilen en pilzzicato.

On &' apercoit qu'elle dmet un son dont La gréquence obeit aux Lois de Mensenne
2eLC q 8eq

(1636) dont volel L'énonceé :

1°)- Loi de Pythagore : La gréquence du son est Lnversement proportionnelle a La

Longuewr de La conde.
2°)- Elle est proporntionnelle & La racine carrée de La tension T.

3°)- Efle est inversement proportionnelle & La nacine cawrie de La densité de La

conde.



el

11 - EXPERIENCE DE MELDE.

En 1852, Melde eut £'idée de remplacer Le point de gixation A par une source
de vibrations sinwsoldales (une branche de diapason par exemple).

R N
\

La fréquence du diapason est considenie comme fixe.

On constate que pouwr certaines valewrs de La fréquence

N
2 de La note de La cohrde

(§rnéquences obtenues en gaisant varier C ou P) celle-cl se met 4 vibren de maniere
visible.

Et on constate que Les fréquences de ces vibrations sont foutes des multiples en-
tlerns de La gréquence La plus basse, qui conrespond & celle du diapason.

Lonsque C neste gixe, Les configuwrations que prend La corde sont Les sulvantes :

¢ — 1 A

ete - -.
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Clest-a-dine que Les Longuewrs vibrantes situbes entre deux noeuds
consBeutifs sont proportionnelles a 1, 1/2, 1/3, ete..., Les frequences corres-
pondantes des sons @mis Etant (Lol de Pythagore) proportionnelles a 1,2,3,ete...
10 est facile, avec un peu de "bon sens”, de se convaincre qu' il ne peut pas
en dthe autrhement.

Montrons pan exemple que La situation representie sut La figune ci-dessous est
absunde :

A N

U —>

En effet La période de vibration du segment AB (nesp : BC) seralt proportion-
nelle a 2 {(resp.3)

pérniode [AB) : 2T
période (BC) : 3T

Au bout du temps 3T on se retrouve done dans La situation suivante :

= T

et une force devrait &tre exercle en B pour y maintenit un noeud, ce qui n'est
conforme ni a La réalite de La situation ni au bon sens !

Ce ralsonnement [ J];ﬂe paralt étre un magnifique exemple de "mathé-
matiques de L'hemisphere drnodlt". 1L suppose en effet, chez Le Lecteur,

une "uvision" spatiale et Zemporelle d'une corde vibrante qui a son sLe-
ge, paralt-il, dans £'hemisphine cérgbral droit [D, H | . Et il serait
difficile de Le trhaduire en "mathematiques de L'hémisphere gauche," c'est-
a-dine en mathématioues bourbakistes,



XN
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ITT - TIMBRE DU VTIOLON

I y a au moins deux manilres dif4érentes de mettre en vibration une
conde de violon ; on peut soit wtiliser un archet (vibrations de nelaxation)
s04t Le doigt (pizzicato).

3,1) Scn entretenu par L'anchet

L'analyse hamwmonique d'un son de vioclon fait apparailtre sa richesse hax-
monique qui Le distingue d'un son sinusoddal purn (diapason).

,_ g
I -
Z
/1 @)
I @i\' ‘
J & =
7 (A,&( VA v /U’E,C"QOVL

Une seule note est semblable & un accord de sons pwis qui sernalt foul de-
crescendo de bas en haut : ces sons sont appelds Les harmoniques du son fon-
damental.

Helmholtz a montri que Les Antensités des différentes harmoniques d'un son
de violon sont proportionnelles a :

1, 1/28 173t 174 L 1/nl |

D'une manidre pricise :

— . T . 2
y- 0 2 L sh BITE g, IMT e g
; HE L T

o L est La Longueur de La conde, T La période de vibration et T un
parametre qui dépend de L£'arnchet (tensdion, &tat des crins, colovhane,
efe....)



La composition en haumoniques d'une note joude nizzicato dépend de

L'endroit ol La corde est "pincZe.

C.

/'/)\t

A 6

s

Si elle est nincde en scn miliew, comme dans La 4igure ci-dessus,
on L'oblige & avoin un ventre de deplacement en son milieuw, ce qui ex-
clut La possibilits d'obtenin des haumonioues d'ondre pain, d'od "2'accond"

[}

%
—7
O
o/
C

ol |

P

Si elle est pincle en un point C tel que
AC
15 € i1/5 , 2/5, 3/5 , 4/5 }

alons Les hanmoniques dont Les ordres sont divisibles par 5 sont

absentes, etc...
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APPLICATION :

Acconden un violoncelle n'est pas une chose aussi simple qu'.LL
peut parailtre, powr La raison que 84 on foue Le "do" , Les harmoniques du
"do" font vibren par sympathie Les autres condes soit a £'état fondamental,
50t a L'etat hawmonique (comme dans 2'expérience de Melde).

C'est La raison pour Laguelle LL est préférable de commencer par La conrde

du haut qui, d'ailleuns,se trouve etre Le "La" : Les harmoniques du "La" ont
peu d'action sur Les ghosses cordes qui se trouvent au-dessous et qui sont
difgiciles a metine en vibration.

Le "La" 2tant donne, on peut alors simplement accordern Le "n8" (quinte au-

dessous) de telle sonte que Le rapport des gréquences : % = 3/2.

Pour cela on met un doigt, sans appuyer, au volsinage du milieu
de La conde "La" un autre au vodlsinage du fiens ou des deux-tiens du "xE" ;
54 on joue sdmultaniment Les deux notes on doilt entendre un undisson au voisd-
nage duquel L'orneille est extrnémement sensible. |

/
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1V - HARMONTQUES NATURELLES, SUITES DE FAREY

Lowsaue £'on pose Le doigt, sans appuyer, au point C d'une conde de vio-
q P g

Lon, et que

AC _
7B~ * €2
i — ] /_)(-—Q
| e —— T | = —
5
A g B

O conde se met @ vibrer sun toute sa Longuewr avec un noeud au point C.

S{ x = n/d , alons une des vibrations possibles conrnespond @ La divisdion

de AB en d panties égales.

8L ¥ = 22 , ou —%% est une fraction inndductible,alons AL existe un entlier
a € N tel que :

N o= dNoe
Jld:ado

Done toutes ces vibrations sont Les harumoniques d'un son gondamental
conrespondant @ La division de AB en do parties 2gales.
on a done un modele thionique de La production des harmoniques natu-

nelles.
Tout se passe comme 54 La conde ttait Le segment ] O 1] de 2'ensemble des

rnationnels, et comme 44 on avalt une fonction h telle gque :

hix) = do

ou do est Le dénominateun de x Gornit sous forume de fraction {ineductible.

, > ”
On appelle suite de Farey d'ondre n, et on note “ﬁﬁ 2'ensemble ordonné des
fractions ineductibles de [0 ] } dont Le dénominateur n'excéde pas n, ran-

gées pan ordhe choissant .



Parn exemple :

)

(\/
ﬁ[ ={0/7 L 15, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5 , 2/3, 3/4, 4/5 , 7/1}

La nestrniction de L'application h & j?/ﬁ]()]] est :

15, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2., 3/5, 2/3, 3/4 , 4/5 , /1

o
4 4
hix 5 4 3 5 2 5 3 4 5

)

On hemarque une symétrnie par happort au milieuw de La conde |ce qui
s'entend fornt bilen sun un viclon !).

Qui etait Farey ?

D'apres Hardy et Wright (Introduction to the theony of numbers) Farey
etait un géologue et La sewle chose qui Qui a survieu est La notion de suite
de Fatey ({L a Znonce un thiondme sun ces suites en 1816).
Mais dans L'edition anglaise de £'ouviage ondamental de Helmholtz, Le thaduc-
Teun cite un centain John Farey qui, en 1811, s'intéressait au probleme du
Temperament Egal. Etait-ce Le méme Farey ? Si oul, L£'onigine des suites de
Farey serait incontestablement musicale.

V - UN EXEMPLE MUSICAL DE FONCTION DISCONTINUE.

A Y — 5 NN\ {ef
qui est deginie pan h (n/d) = d , Zorsque n et d sont premiens entre eux.
IL esxt clain que h est surjective.

St¢d ¢ N\ % o} on a :

) §n ¢ N5 oened, (nd =1 }

Le cardinal de £'ensemble h—l(d) est noté ﬁO(d)’ et L'application %’eéi ap-
pele La gonction d'Euler, on a done :

| )] = ¢ ()
o |E | désigne ke nombre des aliments d'un ensemble E.

t



10 en ndsulte que h n'est pas injective, car on démontre dans tous
Les couwns d'anithmétique que :

n,-1 na-1
n n 1 A
TSRS, IS AT

ol ProeeiPy sont des nombres premierns positifs distinets.
Une awtre manitne de Le voin est de remarquer que hin) = h(1-x).

Montrons que h n'est pas continue.

En effet 84 h etait continue, elle seralt Localement constante et s4L hin) = d,
alons hin') senait Bgal @ d poun tout n' suffisamment voisdin de x, ce qui est
absurde.

On peut se demandern s4 h prend, en moyenne, de grandes ou de petites valeurs.

Un 8Lement de ndponse est donné pan Le n@sultat sulvant.

Théoreme 1 :
q - 1
) =[] < TT (o) =
7 ¢ Jot)NIR o [
g S [Aw]t =TT ()=
nelotINB | 5 ‘M.éwt[a

Idée de La démonstration

1°) Pour La premithe assertion, on remarque que :

5 [em]? = g€ o CEl 0w

e (4) el 3 d®
en posant d = p,""1 - ... p,4
On a donc : )
5 [w]t - F S TTi ez S5
n A 21 d e m, ) &
T B
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2°) La seconde assention s'étudie de méme :

Gl _TT g e 7 A2 FE ) TTlael)=00
Z — = \l i»l +¢:‘;| ) ]—‘ . ( r\.)
A A r 4 fr l

Comme cela est demontré dans Le probleme de CAPES de 1980.

REMARQUE : SL n est un entlen oL oona:

A B &)
7 )] =

€ (2n)

VI - QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES DES SUITES DE FAREY

Afin d'LLLustren i’.’u,t(;&é,tg( des suites de Farey nous allons démontren Le

théoreme suivant :

Theoneme 2 :
Solt un nombre Lrrationnel déJO 7(_ et 504 n > 1.

e
1°) 14 existe a/b (iwrdductible)e J tolle que :
M
[ a T
( 'b— - K l < B 2

2°) Le minimum de |a - é‘m{ est atteint pour une seule fraction (Lrréductible)
a
5 de ?,;

Demons thation

1°) Commengons par £'unicité.

S' L existe —%-;—— et % telles que

aY—b7O<£ = laz‘bzfx

ALons _
a7 -ta = (b

; —ebz)oc

1

Avec ¢ = %21 et comme d%@,ma g =1 et (a ,'D-):(dz'éz

X En theonie de L'approximation. -



.

a a'
—ijde

2°) Soient deux iractions successives S .

Nous allons mentrer que a'b - ab' = 1 en rnaisonnant pan récurience

Sul n.
Sin=1, J = |
"

-

) }-) et La proprniis est duidente.

SodZ n quelconque : nows supposderons que La propriits est vaale poui

. a a' v . y s ne
St g LT sont dans f e AL n'y a nien a démontren.

Supposons done que b = n ou b' = n et que, par exemple :

D'aprés £'hypothlse de nécurrnence : a'bo - aob' =

Posons ? abo - aob' = n
a'b - ab' = 4

et considenons que a
teme on obtient :
5 a = na' + sa,

b = 3bo + nb'

"

Consdidenons L'ensemble S de toutes Les fractions :

%—= }—ﬂﬁ—iligi- , N et e N
>\ bo + (\’\b'

do

a , .
alons EéSeith@éc% fractions sont entre 7£-QI T

a

et b sont deux Lnconnues, en hésolvant ce sys-



BT

On voit facilement que A4 (/\ ,}vL) = 1, ces fractions sont Luéductibles car:
i> - b (Maerpal) @ (% bo+ b
P b (}\aoqka’) - o (L\bowb')

La 4raction de plus petit dénominateur correspond a (>—,tk) = (1,1),
o'est nécessainement ¢ done :

a = a' + a
b = b, + b'

a'b - ab' = a'(be+b') - (a'+ao) b'" = a'b, - aob’ =1

1

!
3°) 18 est clain que X est s0it dans } % 2 %:—%, [ 504t dans

! !
] %%%—r . %,— [ . Supposons parn exemple que L'on s0it dans Le premier

cas, alons :
‘ 0 _ e ‘ < a  a+a' ( _ I & 1
b b b+b' | b+b’ 2
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ANNEXES

.1> LIEN AVEC LA TECHNIQUE DU VIOLONCELLE.

Le violoncelle ayant des cordes thes Longues par happort au
violon ou @ L'alto contient, en un certain sens, toutes Les possLibilitis
techniques de ces deanierns Lnstruments.

En effet 84 on fixe Le pouce au milieu de La corde, on se trouve dans La
situation d'un altiste en premidre posLtion.

W

\l\i} v

W; 1

Si on Le fixe au 2/3 de La conde, on se trouve dans La situation d'un yLo-

=

Loniste en premiere position :

\l] '

Q |

: 1%; 1

=

C'ast La raiscn veur Laguelle L'Eminent viclLencelliste tailtamigue C.BUNTING
considine que ces positions sont fondamentales dans La pedagogie du violon-
celle : conception Etonnament pythagoricienne !
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11 - ENSEMBLES TE FAREY DANS LES SERIES FORMELLES.

1°) On peut définin une "valeun absolue" sun L'anneau des polyndmes
k [X] en posant :

n _an
[ a, X"+ oo+ a, / -(0
Si an# o, P gtant un nombre > 1.

Le complets du corps des fractions rationnelles k (x) pour cette valeun
absolue est Le conps des sérnies formelles que £'on notera

: |
R(( 7 3.
1L existe une analogie profonde et remarquable entre Z , Q et R
d'une part; k [x], klx) et k((L)) d'autre part.

Cependant k ((x)) contient un sous anneau qui n'a pas d'eéquivalent alg -
briique dans R, c'esZ k [[ J] C'est a dine Z’emembﬁe des sernies
entieres en% ;2 ana,eogue Le plus siémple de h[[ 1] est [ 1, 1]

can Les eléments de hHYH sont Les sernies X telles que
(1
St A€k (D), senit ¢
’ n a . a_
K =g X"+ ta + 4 s L4
n o X X P
On dira que :
n
[0(1 =anX ot € hEX]
est La parntie entiere de & et que :
i -
(o) =21+ +pr T
X

est Lo neste de XK.




b B

2°) Cead etant, on peut déginin, pour Zout entien n 3 1, un "ensemble de
Farey" F, C hiX) en considérant Les fractions rationnelles cEd

bTx]
telles que degnd alx) K deani blx) < n.

THEQREME 3

sott ek [[2 TNk (x) et soitny

1) 1L existe % (Lunéductible) € F telle que :

2) Le minimum de [a - bx ! est atteint (sun Fn) par une sewle fraction
ineductible % et Lonsque n varie, on obtient une suite de "meilleu-

nes approximations de &

Démonsthation

1) Commencons par L'unicife.

Soilent a/b et a'/b' telles que :
1 , .6 1
[a—bcxl-!a-bcx’<w53(b—l,5,‘}

alors on a :

| ab' - bb'e | et |a'b’ - bb'a|<T

d'o
| ab'-a'b|< 1
Ce qui entraine que ab' - a'b = 0.

2) La démonstration de L'existence 5'eloigne davantage de celle du Ztheo-
reme 2.

Pulsque a = [£>d'1, ce qu'il faut voin est que L'on peut chodisin b
de telle sonte que :

\(b x)‘ < ﬂ]}—‘z



Posons X (x) = a,*

et b (x) bO 2t s B =i, ... + b

1 n

avec bo # 0. Ce qgue 2'on demande est que :

a] bn ’ az bn—] n+1 bo =0
aZ bn * a3 bn—? * ’ an+2 b0 = B
a4y bn ’ an+7 bn-] ’ ’ a7n bo =0

Ce sont n Cquations Linbaines @ n + 1 inconnues :

Ay a done une solution non nulle (ba,....,

b .) qul nows donne Le

n+1
polynome b (x) cherche.

mee%—wx[#@ , m@muzd%hu),onawm&u&cumdtmeéw&ede"mul—
Leunes approximations" de X en cholsissant celles powr Lesquelles )a—b « ’
et mindmum et en falsant varien n.

REMARQUE :
Ce nésultat est un cas particulier de La théorie des "approximants
de Pade".
REFERENCES:
J : James JEANS : "Scilence and Musdc"” Dover

D,H : P.J DAVIS, R.HERSH : "The math'matical experience" , Pelican.
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4)- SOMMES DE FONCTTONS SINUSOIDALES

1 - PRINCIPES GENERAUX

1) Nous allons commencer pat "qoconden nos violons" en donnant des dégfini-
tions abstraites.

DEFINITIONS Un son musical est un bruit periodique.

Un son est une superposition de sons musLcaux.

Notrne propos est d'essayer de voir dans quelles conditions une superpo-
sition de sons musicaux est succeptible de donner un son musical et quelle est
La periode (ou La gréquence) de ce son musLcal.

Un son musical fondamental (sans harmoniques) conrespondant & une for-
mation sinusoidale simple, nous allons ttudien La périodicit de La fonction :
{ %) = A sinax +Psindkoc  APE0)
afin de voir dans quel cas La superposition de deux sons musicaux fondamentaux
peut donner un son musical.

2) Theoneme : Solent quatre nombres rgels non nuls o, g y .)\/ [\)

§lx) = A sindx + B est piniodique s4 et seulement 44
;-%- ost un nombre rationnel (done un quotient de nombres entiens)

PREUVE

1°) La condition est clairement suffisante, montrons qu'elle est ne-
cessaine.,
29) 41x) periodique & 3T # 0, §lxsT) = §(x)

En dérivant deux fois, on a aQussL :

§ " (x+T) = 4" (x)
L'sgalite fln T) = §(x) est Equivalente a :
A lsin of (x+T) = sdnetx) + W (sén @ (x+T) - sénBx) = 0

504t s a(x) +o(x) = 0



-5 =

En dérnivant deux fois, on obtient

sz(x) + QZO(X) =0
ou wlx) + (B) o (x) = 0
Y

d'oii, 84 (%Z A1 (wlx), o (x)) = (0,0)
ce qui gquivaut a : ulx) =0 = AT & VZ'
olx) =0 T& T2

done, LL existe k et JQ/enae/us tels que
XT=RT ot 8T -4k

on a done R . &0 sor - B A7
% e Tk
504%

Finalement, 54 (g)z =1, alons

o
| +

3°) Consiquence : Si on foue simultaniment (et avec des intensités
tgales) Les deux notes d'une quinte tempérde, on n'obtient pas un son
musical (c'est sewlement un son). SL on foue simultanément (et avec des
intensites egales) Les deux notes d'une quinte pure, on obtient un son
musical.,

t)
En effet dans Le len cas La fonction correspondante est sin 2x + s4in 7€ X
249
alorns que dans Le 22me cas, La fonction est sin 2x + sin 3x on, 2'&
n'est pas rationnel.

Du point de vue physique, AL est difficile de faine La difgérence entre
Les deux fonctions, en effet :
3
7%~ 7,99,

Graphiquement, en Les repriésentant a L'alde d'un micro-orndinateur, nous
n'avons pu Les distinguern, méme en Les etudiant sun des intervalles inés
grands.



w0

Le physicien d'aillowrs ne distingue pas Les nombres hationnels des nom-
bros innationnels, puisque pour Lui tout nombre est considént avec une
containe approximation (Les mathématicliens ont montre que fout iation-
nel peut s'approcher d'aussi pres que 2'on veut par un hationnel). Cet-
to distinction-rationnels, iwationnels - powvialt done apparaltre comme
une subtilité propre au mathdmaticien si elle n'etait aussi nessentie
pan Le musicien : un accord de quinte pure jou? en gamme de Zarlino par
exemple est pergu avee plus de plénitude que Le méme accord fou? en gam-
me tempénde. Cette constatation qui met en suldence La finesse de percep-
tion de L'oneille of Res capacités d'analyse du cerveau humain ne peut
que nous remémohen cette afgimation de Leibniz, déja citée dans L'in-
trhoduction, consdidérant La musique comme une aithmetique de L£'esprik.

71 - EXEMPLES DE SOMMES DE FONCTIONS PERIODIQUES EN LTAISON AVEC DES
SITUATTONS MUSTCALES.

1) Accond panfait majeun et accord de septieme de dominante.

Cos acconds &'obtiennent en jouant simulianZment Les notes do mi s0l
ot do mé s0L si\b en do majewr, ILs sont pwis dans La gamme de Iokino. En
effet, dans cette gamme LLs superposent respectivement des notes de gréquence
4N , 5N, 6N et 4N, 5N , 6N , 7N. Dans Les deux cas, La fonction somme est
perniodique de gréquence N cornnespondant a un do s4tul deux octaves en dessous
du do fondamental |(gréquence 4N).

Poun iLlustnen ce paraghaphe, nous avons heprisentt graphiquement Les

fonctions sin 4 x + sdn 5 x + sn 6 x
ot sin d X + AN 5 X + Adn b6 X + sdln T X

qui connespondent @ ces accords dans Le cas de sons musicaux gondamentaux
(sans harmoniques) jouls en phase, c'est a dine avec une synchronlsation
parfaite. SL Les sons ne sont pas en phases, Les courbes sont difherentes,
mais Les fonctions sont toujours de péniode 217, c'est & dire d'une gréquence
cornespondant @ celle de sin x et L£'oreillle humaine ne percoit pas La dig-
jernence.
Graphiques : §iaure 2 et fLaure 3.
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7) Sons musicaux fondamentaux et harmoniques.

En falt, Le problLeme est plus compliqué, car une note obfenue surn
un {nstrument de musdque est comstituée d'un son fondamental auquel on
atitnibuena La fréquence N (fonction sin x) et d'un centain nombre de seb
hanmoniques de griquence pN ol p est un naturel supérieun a 1.

Un son musical de 4réquence N cornrespond done & une fonction du Zype :

a AN X+ a, sAn 7 x + ..., F a AN NX

La donnée de La suite (an) cornespond a celle du timbre carn £'o-
neille humaine n'est pas sensible a La phase.
Sun un violon, par exemple, en fouant avec L'archeb, Le fimbre cornes-

pond a La suite (] } et Le son & une fonction du type :

VTL
. ! . 1 . ] :
sln X + 73 Man+?2/5w§x+....+ FLAn o x

(voirn chapitrhe précédent)

Nows avens heprésent? graphiquement Les fonctions

)( —:
{0
tQ,«,L,OLU' e
Lonsque n devient gnand,(ﬁ 5emAblg\\une fonetion périodique discontinue

s

s4n px powr n = 10, 20, 50
(

~

conrespondant a une fonction de Zype coig %

Mathématiquement on a bien sln envie de justiflern cetie Lntudltion :
[}

On sait que L'on peut calewlern fi%;, sin p X en consdderant sin px

&=y
vp?2C
comme La partie imaginaire de e’ , on a alons

A
eé- wupx = Tm(4re™, 2o o=
QN ( A — e%*?@x)

1\

\!

/( - 6(.")(.
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REMAROUE

-Figune 9 -

2a ] .
§(x) =§52 s4n px

(violon)

ghoupe elles correspondent !

R,

Toutes ces counbes sont des Anises : vous nouvez chercher & quel



ANNEXE ]

Nous allons généraliser Le théoneme du paraghaphe 1,

Thioneme : |
Sodlent 2n nombres réels non nu,&%l, ’O<ne’t r\], ..... ,Av\
Zels que Les o(i sodent distinets deux a deux, on pose :

§ 1) = A sin e oo A sind

Alons une condition nicessaire ef suffisante pour que § 40ift periodique
est qu' il existe un nombre rBel non nul b tel que Voéﬁ & Z pour tout 4.

Preuve :

1°) 1L est clair que La condition est suffisante ( 277 f est une periode).
Montrons qu'elle est nécessainre,

2°) Soit T # 0 tel que §(x) = 4(x+T). Alors on a :
A ~
E A [OCU\ oL (x.+T) — ot x_J = o
C =\

Posons h, (x) = (\L [M’no(i (x+T) - /S/LVLQ\/IC XJ et dénivons 2h fois cette
Ldentité on a :
"

b
E a{f h, (x) =0

c=4
Les n premienes nelations, obtenues pour h = 0, 1, ... , n-1 , forment

un systeme de Van dern Monde et on en déduit que, pour tout 4 :
h (x) =0
Cecd signifie (puisque AL’ #0) que O(L—(—EZ W Z

P

Done, s4 L'on pose {\/: L N , on volt que L'on a :

2.7
'\Jol,'é_/z , pourn £ =1, ..., n.
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ANNEXE 2
1°) On a vu dans Le paragraphe 1, que Les courbes repr@sentatives des fene-
tions
sAn 2xX + s4in 3X

, ) (92
Adn 2x + sAn 2 /x

=
1]

(=)
=
n

sont "thds vodsines".
Est-ce a dire que (A(x) - glx) ( est toujourns thes petit ?

S{ £'on prend x = 703, on thouve :

flx) - g(x)l ~ 0,6

On ne peut done pas dire que § et g sont "tnes voisines" (sun R).

2°) On peut se poser La question plus genrale sulvante :
Ronsque o —» 3 est-ce que sup | Ain X x - sdn 3x | tend vers zro 7

La néponse est "oul" sun tout Lntervalle borne, mais "non" suwrt R.
Nows allons demontrern ces deux points.

3°) Sun un Aintervalle borne 1
D'aprés Le thioneme des accrolssements finds on a :

pindx - sin 3x = (X -3)X.Cos0
avee G GJO(X, 3X[.
On en dédult que :

| sindx - sin 3x | < =53] x| =[x 3] M
eu M est une boane de 1.

Cecd prouve que | sin X x - Adn 37< \ est tnbs petit, pourn tout x €1, Lons-
que \cx -3 l est this petit (convergence uniporme sur 1).

4°) Sur R.
On suppose que ¢ (& , montrons qu'il existe X & R tel que
[ sin & x - sin 3 x | > 1/2.
Pour cela on prend x = n T, n € Z



Alors on @ &x = n 1T

Montrons qu'on peut thouver n pour que & x scit arbitrairement voisin de 1L
modwlo Z 7% ‘

Cetfte condition quivaut a dine que

N T o>+ m T

e

noK 22 + m

da]=

Pulsque d‘?/@' on salt que L'ensemble des nek - mp o no, mé Z , est dense
dans R.
Done {L exisZe bienm n fel que n & s0it arbitrainement voisin de 1/2 mo-
dulo Z

Dans ces conditions AL est clair que sin X X - s4n 3 x | est vodsin de 1.
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5)- GAMMES NATURELLES ET NOTES ABSTRAITES

INTRODUCTION

Je me propose Lol de prisenten Les gammes natunelles pan Le petit bout de fa

Lorgnetie afin de riduire au maximum Le nombre de notions mathématiques pre-
Liminaines : on partina de concepts familiens a Pythagore (LL y a 2500 ans !)
pour aboutin a La notion de groupe quotient [beaucoup plus récente) ef, en
fait, on peut considérern que cet exposd est une introduction musicale a La no-
tion de groupe quoiient.

Dans un awtne travail (2'anticle "Gammes Naturelles" dans [17]) j'avais fait
Lo chemin inverse pour montren comment La musique 4'impose aux anithméticliens :
en parntant de La notion de groupe quotient on parvenait a La gamme chromatique

a douze demi-fons : ni onze, ni trelze !

Mais 84 on vewt rdduine Les notions mathématiques préliminaires a La seule con-
naissance de £'ensemble des fractions (chzres a Pythagore) &L faut connaitre un
peu plus de musique que L'arithmeticien moyen.

1,1 Tows Les thZorniciens sont d'accond pour considéren que aphes L'unisson, Les
intenvallos Les plus simples sont L'octave (2 et 1/2) et La quinte punre
(3/2 et 2/3).

Si £'on pant de La note "ng" et si L'on joue Les 3 quintes successives au-
dessus ot Les 3 quintes successives au-dessous de ce "a8" on obtient :

ey
I o

N

o pl o bl O B b



S4, ensulte, on Les raméne dans une méme cctave, on thouve La gamme

de do majeurn de Pythagore :

ll Q \
Y .
Ay J
& _———— .
S fi ' < i (?/73Ae%
e = A [ ~, =
-4 = o O 7 =

En convenant de neprisenten La fréquence de La tonique (do) par Le
nombre 1, Les fréquences des notes de La gamme de Pythagore sont :

do fa ] 508 | La I A4 ‘ do

|
e o
E

[
81/64 ‘ 4/3 ‘ 3/2 127/76 l243/128 { 2

D'une maniere géntrale s4 x est La gréquence de La tonique d'une gamme
majeure donnie, Les gréquences des diverns degris de cette gamme sont :

X = 9/8x , 81/64x , 4/3x , 3/2x , 2F/16x , 243/128x , 2x

Toutes Les fractions que nows obtiendrons @ partin des gréquences des no-
Zes de La gamme de Pythagorne sont de La 4forme 2% Bb, ol a et b sont des
nombres entiens positifs ou négatifs.

Par exemple on peut ecnirne Les griquences des notes de do mafeurn sous La

gorme :
do ‘ re ' mi l fa l 508 l La ! A4 ’ do
1 ( 329 I 3% /96 I 223 l 3/2 l 33794 l 3°/97 ’ 7



N
S5

.
f

. e a b _ ., L
L' ensemble des 4ractions de La 4omme 27 37 est fermé pour La multipli-
cation puLsque :

(2% 37) x (27 37 ) =12

On £'appelle Le ghoupe multiplicatif engendnd par 2 et 3 et on Le note
s >

1,2 Une autre gamme majeure a €te introduite au XVle s42cle pan G.lanlino
ot cette gamme majeure, en un certain sens est parfaite.

Si x désigne La 4réquence de La tonique, Los fréquences des divens de-
gné de La gamme majeure de Zalino sont :

x , 9/8x , 5/4x , 4/3x , 3/2x , 5/3x , 15/8x , 2x

Toutes Les fractions que nous obtenons a partin des fréquences des no-
tes de La gamme de Zanlino sont de La forme g Bb 5¢ , ol a,b,c sont

des nombres entiers positifs ou negaiifs.

Par exemple on peut tonine Les (réquences des notes de do majeun souws

La fonme :
do ! ne i mL l ga ‘ s0l 1 La ! SL i do
| T
T 32/zal 5/22 ; 22/3 ‘ si2 | 515 3%5 43 \ ¢
a b ¢

L'ensemble des fractions de La forme 27 37 57 esd fenme powr La mulii-
plication puisque :

!
(za 3b 5c) X (Za' 3b’ 5c') ; 2a+a' 3b+b' sere

On £'appelle Lo ghoupe multiplicallif engendnd parn 2 , 3 et 5 et on Le
note < 2, 3,5 > -
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7,5 REMARQUES

A Litre de comparaison nous allons happeler La définition de deux
autnes gammes ausdsi célibres dans L'histoine de La musique que Les précé-
dentes.

Les grequences des divens degris de La gamme mafeure sont :
x, 5720w, 504w, 254w, 514 534y 55 4 ax

’ 4
SL 2'on pose & = 57/'= 1,4953488 .., Les frnequences des notes de La gamme

de do majeur sont de La forme

do [ "e l md { fa ’ 504 ’ La ! AL I do

5
1 l a?/z { a%fzz ' 2 Jex l 4 a3/2 l ® /22 \ 7

elles appartiennent au groupe multiplicatis <:2,a > engendr par 7 et «.

Remarquons que x est un nombre {nrationnel carn AL n'existe pas de graction

o telle que.a4 = 5,

Les seuls intervalles rationnels (ou "purs") dans La gamme mésofonique sont
L'unisson, La tience majfeurne et L'octave.

1,3,2) - La gamme Zempinrie

Les frequences des divens degrnés de La gamme majeure sont :

22/72x 24/72X 25/72 " 27/72 " 29/72 7 ZY]/IZX . 7x

X b > 2 2

> 2

1/12

Si Lon pose f = 2 = 1,0594631 ..., Les gréquences des notes de £a

gamme de do mafeur sont de La forme :
do l He ’ mL l fa I 508 , La ' s . do

ol et e L ] I.Z

Elles appartiennent au groupe multiplicatif <jf>> engendré par f




Remarquons que £ estl un nombre innationnel can il n'existe pas de grac-

tion o telle que pin = 2.
‘ \

Les seuls intervalles nationmnels low "pwws") dans La gamme tempeérée sont
L'unisson et L'octave.

RENARQUE :

mméﬂ%cw&twmsU@MﬂwM/UMﬂmwwéﬁmwdﬂm%,Awwdé
ot conts est & Buiten can ces notions (outre fLe fait que Leuwr déginition
o8t anbitraine) détnuisent completement La sthuctune arithmétique des nom-
bres que £'on considere. I,

5/Z
§1/80

Exencice : montrhen que 5/4 X 3/7 #

S X 1/4 4 voir [z]

7) LA SPIRALE DES QUINTES DE LA GAMME DE PYTHAGORE

Lonsque L'on trhanspose La gamme de do majewr tempérée dans toutes Les
tonalitss on multiplie La §réquence de £a tonique, successivement, par
une "quinte tempérge" c'est.d.dine ? £ 7/]2. Le schéma que £'on obtient
est alons appelé Le "cycle des quintes" dans tous Les solfeges de France
ot de Navarre let méme ailleuns) et &L introdult Les douze notes de La gam-
me chromatique.
Si 2'on veut neproduine cetfte optration avec une gamme majeure de Pythagonre,
ol ost. a.dine 84 L'on multiplie La gréquence de La tonique, successivement,
par une "quinte pure”, olost.a.dine 3/2 ou 2/3, on obtient une magnifique
spinale  Anginie.
Lo zableaw suivant résume Les premiers caleuls ; on est souvent amené a
multiplien Res gréquances par 2 ou 1/2 pour nesten & L'intérniewr d'une me-
me ootave (mais en ndalite La hautewr des notes ne doit pas btre considénie
comme Limitée & une octave).
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On voit que L'on a :
42

% , ##
41 _ aes ;z@: d &t 2
— = : - T — Comma de Puthagcre.

J

ao no PP Aot r PP 519

o

Remanquons, c'est essentiel, que sun un meme Aayon de La spirnale se
trouvent des notes qui correspondent @ une seule touche suwn un pLano
(mais que Les violonistes ne jouent pas nécessairement d La méme hau-

teun) .



3) NOTES ET INTERVALLES ABSTRAITS

IZ 5'agit d'expliquen mathimatiquement La confusion que 4ait un planiste
Lorsqu' LL congond 5att et s00” par exemple, c'est.d.dine Lonsqu'il con-
4ond deux notes qui sont sun un méme rayon de La spirale.

S{ R'on se Heporie & notre tableau, on voit que Lorsque L'on saute, Aur
un meme hayon, d'une branche & La branche immédiatement voisine et exté-

nieune on multiplie La 4réquence par un Comma de Pythagore, c'est.a_dire
312
279

Donc deux nofes de Me?uence/s X et Yy se trouveront sur un meme rayon sL ek

seulement sA4 =( T o n lentien POSLELE ou negatif) représente
2

x
y
Le nombre de sauts (posdtifs ou négatifs) qu'il faut fairne pourn passern de

y a x . 19 "

L'ensemble des nombres de La forme (—3—7—9—> est un sous-groupe de (2,3 >

Z

que §'appelle Le groupe des commas de La gamme de Pythagore et que fe note H.

Lonsque £'on dikt que H est un sous-groupe de < 2,3 > on veut dire que
54 n et 5 sont dans H akors n 5 et x| sont aussi dans H.

Les nayons de La spirnale cornespondent aux noms des notes de La gamme chro-
matique.

SL deux notes de hauteurs x et y, avalent coindide dans La gamme tempénie,
alorns maintenant :

_y_é’{—,'

On dira qu'elles sont deux représentants d'une meme nofe abstralite.

Cette note abstralte peut-etrhe hepniésentie par L'ensembLe x H qui est
L'ensemble des fractions x h , avec h € H.
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Si x H et x'H sont deux notes abstraites, L'intervalle abstrail qu'elles dé-
terminent est, pan définition :

Xy
On peut additionnen Les intervalles abstraits de La manilre sucvanie :

yH + y'H = yy'H

Pown ceite addition, Les intervalles abstraits founcit un groupe Lnfind qu'on
appellera La gamme chromatique abstraifte.

C'est un groupe monogene ingind entendr@ par un demi-Zon, par exemple par
(do , do 7 qui est 377217 H,

Ixencice : montnons qu' il y a douze demé tons dans une octave, clest. a.dire
que :

)72

(37/271 H = 7H

Cecs hevdent a prouver que :
7 12
(37/,11) X1/2 € H

A0LE :

3‘7’X72

2733

ot on constate que L'on a bien :

€ H

7X12 372 7
2
2733 Z

3

€ H

D'une manilre géndrale, on va montren que s4 L'intervalle y"H est La
somme de yH et y'H, alorns Le nombre x" de demi-Zons de y"H est La somme des
nombres n et n' de demi-tons de yé et y'H.



En efget on a y"H = yy'H et aussd :
g = (37 0, i = (3T, e 3T
11 2 217

done :

7 n 7 7 1
(3 /277)” H = (3 /277)” (377,11 H
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i i i e g s 4 it

TABLEAU_DES_GAIINES TRANSPOSEES.
o, I | gt /SOEZ taf
do | na°| né |mi® | md | 4a |s0l7) s0L | La La |44 | 84 | do
$
ioh 5/
3
b 2*
50l 5
3
b 2*
ne 35
5
b 72
La 35
i b 2x5
e 7
2 3
755 3
84 ] 2 2% ; 2° Zx . 5 /144 7
3 3 3 37 3/ 32
?2x5 5 -
fa ] . % 3 A ve 7
3 7z /3 7 3 1/3
| |
do ] 5t 5 /| 27 3 5 535/ |,
92 2/ 3 7 3 73
/ 37 5 55/ | 3 33 Bx5/
| 4% 7 3 2 5 4 3|2
| ) ; 2’/ 9 . 2
3 %r T . 3 5
" 3x5 32 34 Bx5 334 e
7 /0 28 2° |/ 23
3 g 2 y c
Pox es/ |32 34 ax/s/ 3xy/ | 33 5/
1/ 93 2 7| 281/ 77
3 s - ;
i s 5’>5/ 54 3‘/ 35/ | 35 39
5 f101/,6 /9 76| /! 7
y . 3%5/
. 3x/5/ 4 4 3% S 5
64 ¥y 10176 5/ $ 5.
2" /1014 / 7 11/,
3 x y 3
| 5a:#: 3 3x Bx5 7 38/ X571 45
7’1
J g 10 73/ YA {11 757
‘ % / ¢ 9
‘ ¥# 7 9 5x5 6 g 2% 3x5 )
do 311 3/14 1315/9 319 . = 84
: - A N V4 7°)/1 /1 711 )14 .
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REMARQUE

SL on vowlalt réalisen un instrument a@ sons 4ixes acconde selon La
gamme de Pythagonre, on serait amen? & mubtipliern Les touches pour
Lenin compte de L'intervention des Commas : des touches powr Leb
diezes, des touches pourn Les bemols, des Zouches pour Les doubles
ditzes, ete... c'est ce que L'on appelle un systeme d'accond a di-
vasLons multiples [ 2] .

De fels systemes ont 848 proposs parn Les anciens pactewns d'orngues
et de clavecins, mais Les instauments diaient difficiles a jouen.
Cependant Les Lnsthumentiszes a@ cordes ot Lok chanteurns, qui sont
Libres de produire des notes de hauteurs variables, pratiquent
(lnstinetivement thés souvent) Les corrections nbeessaires en fonc-
Llon du contexte musical 1 cela fait partie de La justesse expres-

ALve.

Par exemple, dans Le passage swlvant du concerto pour violoncelle
de Schumann :

4 2 4 2 4
K —
IR & N Y
] < ] | ——— I | ' e
L i | l f ! ) | ) : e
+ S ey =F Ao T T/
= 1 >
2 > s ¥r P \/



Casals jouait Le 5L d avec Lo premien doigt (tnés proche du sLLlet)
can AL 4 ost un comma au-dessus de do 7 qui est La conde @ vide [3_ ;
D'autrne parnt L'utilisation des ondinateuns devrait permettre de réalisen ce

ndve des anclens factewrs d'orgues.

4) LA SPIRALE DES QUINTES DE LA GAMME DE ZARLINO.

Lonsque L'on refait Les caleuds du paragraphe 2 a parntin de La gam-
me de Zarlino, on obtient Le tableau numérique de La page 16 od Les nombres
Ans crlts mwwuxwmwmcmgmmmz(25,5>f
Si 2'on negande Le rapport des grequences des notes qui se thouvent sur un

méme rayon de La spirale, on trouve Les nombres :

. # ) _ o ;
@Z ; 38X5/// , n% (do ma?.) . 3/j// s BAC.
275 ne (fa maj.) 24 ¥ 5

Désormals on poserd :

T = 3 = comma de Pythagorne = 1,0136435
j 19
2
/ i |
\ ¢ ==2— = comma de Dudyme = 1,0125
7 X5

On voit que ces deux fractions sont :

#

A4 m ne (do maj.)
r
0

1

do ne (fa mag.)

ot que Les napponts des friquenced des notes qui se trouvent suwr Wit meme
nayon appartiennent au sous-groupe L, d > de {12,3,5> .



REMARQUE :

Si on voulalt rBaliser un instrument A& sons gixes accondé selon La
gamme de Zarlino, on seralt amen? & introduire encore plus de touches que
peun Za gemme de Pythagore.

En effet, non seulement LL faudrait des Zouchcs poun Pes diZzes, des touches
pour Les bemols, efc..., mais encore chague nofe devrait 3ine dédoublBe puis-
que Le r€ de do majeurn est plus haut que celfud de 4a majewr d'un comma de
Didyme. En fait Les branches de La spirale se dédoublent. ..

S¢ 2'on neprend Les considérations du paragraphe 4 on est amend & posen
que Le ghoupe des commas de fa gamme de Zarkino est Le ghoupelT, d > s
c'est.a.dine L'ensemble des fractions du type T I °
Liens positifs ou negatigs.

On venigie facilement que K = (T , 0 > est un sous-groupe de £ 2,3,5 > .
On dira que Les notes de hauteurs x et y définissent La méme note absiraite
54 (et sewlement s4) -{%— € K.

Cette note abstraite peut-étrne neprésentée par L'ensemble xK qui cst L'ensem-
ble des fractions xk, avec k € K.

S4 x K et x' K sont deux notes abstraites, L'intervalle abstrait qu'elles
definissent est, parn définition :

, avee m gt n en-

Xk
X

On peut additionnen Les intervalles absthalits comme sull :

yK + y'K = yy'K

Pour cette addition, Les intervalles abstralits forment un groupe Angind qui
J.

est engendi? par un demi ton quelconque, par exemple par (do, do”) qul est

37 X5

K.
27




Remarquons que ce générateurn est aussi (vodrn paragraphe 4) La classe

5 K , can
277
7 3 . 4 3 -
3 _ 3 X5 ¥ 3 _ 3 X5 Y ;
¥
7 A
277 X 24 ¥ 5 2

ot que £'on a encore, par conséquent, douze demi-tons dans une octave.
q ) q

Les deux gammes chromatiques abstraifes que nous avons construlites, <2,3>/H

2t < 2,3,52/K , sont Lsomonphes entrhe elles.
Cot isomaphisme est tout simplement L'application

yH r——> yK
iy € < 2,3 >

Ces gammes sont aussi isomonphes a@ La gamme chiomatique temperie.

6) UN PROBLEME DE SEMANTIQUE MUSICALE

Lomsque 2'on veut faire jouer une partition musicale & un ordinateur, LR
v a beaucoup de parametres a4 déterminet.
Parmi ceux-cd Ll y a Le tempiramment que £'on veut utilisen [.2 ] et a ce
propos un probleme de sémantique musicale peut se poser.
Alons que pour toutes Les gammes tempiries (classique ou de S.Cordien [ 17 por
oxemple) et que poun La gamme de Pythagore, L'Ecriture musdicale est non ambA-

glle (c'est.a.dire que La notation de fa note contient assez d' ingormations
powr déteaminen sa fréquence), L n'en est plus de meme powr La gamme de
lankine : L y a ambiguit?d de La hauteun de La note dans certains cas.

Clest un probleme que connaissent blen Les Lingulstes ; supposez que voud
vencontriez Le moxt "4in" dans un texte que vous voulez tradwire en anglals,
devez-vous choisin "end" ou "thin" ou "clevern”, ete... ? Cela dépend du sens

du contexte.
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I ¢ a ambiguit? pour La hautewr du "La" encadnd:si on est so0f majourn L& dolit

ethe plus haut que 84 L'on est en do mafeur. D'une maniire précise s4 La fré-

quence de Sﬁéﬁﬁ?reéz egale a 1 alors La fréquence de ce "La" en sof ma{eur
e

o8 33/ 3

» mals elle n'est que de 10/3 en do majeun.

2
Une analyse musicale de La Zonalité est done nécessaire pour déterminen La

hauteur de cette note (et en fait il esxt naisonnable de penser qu'on est re-
venu dans La tonalité fondamentale de do majeun) .

EXERCICE

Refaine Le travail précédent pour La gamme mésotonique

Comstruine La spinale des quintes. 2
.2

Montrern que Le groupe des commas est engendrl pot——a—
5

L

_# .b
Est ce que n8"  est plus haut que md 7



|2 I
| 50 7 } > | |

Ré4erences :

(1] "uséque o Mathomatiques”, Publication de £'A.P.M.E.P N® 57 [1983)

"2 "Musique et Temprament”, P.Y ASSELIN, COSTALLAT [1985).

is] oasals et L'ant de L'intenprdtation”, D.BLUM, BUCHET/CHASTEL (1980).



6)- HISTOIRE DU TEMPERAMENT

1°) Nous pouvons vraisemblablement dire que fLa quinte a dict? un peu partout

sun La surface du globe, en des Zemps forts neculls, Les vhemiens ELéments
fixes de ce qui nouvalt etre alorns un ant musical, art qui 4'ignorait en
tant que fel :

La musdique @ ﬁ'c&igine etalt en effet utiliste a des 4ins maglques.

Pour quelle raison supposer que cet Lintervalle de gquinte a foul quasi
universellement, ce nole d'initiateun de £'oredll 7

Parcequ' Ll est Le seul dinectement audible & partin d'instruments pri-
mitiks @ sons fixes : Lithophone et xulophone en premien Lieu, métallopho-
nes beaucoup plus tard (Les cordes et Les fubes etant en cette hunothése
"exclus" comme Lmpliquant une "indusitrie" difa développlie), et aussd Les
roseaux, bambows : tout ce gue La nature peut offrin comme insthuments &
vent naturels.

AnsL ont pu naitre, pan La chaine des quintes, Le trhitonigue, Le tétrato-
nigue et Le pentatonigue.
L'echelle trhitonique sult L'Echelle difonique qui est La plus rudimentaire
pulsqu’ elle est constitude uniguement de deux sons : FA - DO
L'echelle trhitonique comprend 3 sons : DO - FA et SOL. Les sons de cette
Zchelle constituent Les degnés #sixes des tétracordes de La thEorle arecque
antique.
Tétratonioue : Bchelle constitule de 4 sons : D0 - RE - FA et SOL

en ajoutant un 52me son on obtient L'échelle
pentatonique : DO - RE - FA - SOL - LA

qui est extremement 4aiauente.

Madis on peut se demander 84 cefte chaine de quintes, ol £'on veut voir un
processus néeessaine @ La constitution des echelles, se situe dans La réa-
LitE des failts primitifs.



12 est assuniment bilen difficile d'admettre que Les 7 sons diatoniques L85us
d'une chaine de quintes, inéxZcutables par une voix humaine unigue (du seul
4ait de L£'énomme ambitus de La sérle qui en résulte) sodent venus spontani-
ment se rabattre dans un intervalle d'octave qu'aucun systeéme archalgue ne
mentionne. Le rabattement est de toufe dudldence une opératicn savante, Zt-
moignage d'une 8volution déja Longue.

Au Vietnam, par exemple, 8L L'anmature pentatonique semble & peu prés Ammua-
ble, Les autnes sons ne 4'accordent avee aucune intervalligue précise poun La
naison qu' Ll 8'aadlt de sons vacillants, glisses, d'intonation variable.

Voila done bien un exemple indéndiable d'une thadition musicale ancestrale qui

ne 5'explique pas uniguement par La résonnance de La quinte.

D'apnis Les nechenches récentes (entre autrnes, C.Brallour ; J.Chailley), <L
semble bien que Za 4omation des Bchelles musicales se 404t haite de mandilre
proghessive par absorptions successives des sons consBeutiss du cycle des
quintes.

Aprés L'échelle pentatonique (5 sons) Le son 6 (MI) introdult L'ichelle
Lexatondique

D) - RE - MI - FA - SOL - 1A

Cette échelle comprend Le demi-ton (MI-FA- ignor8 de L'Echelle pen-
tatonique et elle se distingue aussi de £'échelle heptatonique, La plus usuel-
Le de nos fjourns, par L'absence du trhiton.

Les échelles ainsdi obtenues sont consdidérnies comme naturelles. La
comstitution des échelles ne se powwsult pas au-deld du 7Zme son carn LL n'y
a nulle part d'échelle octotonique. Ouant & L'échelle chnomatiqucx, elle a
248 obtenue differemment. Les Echelles wré-hentatoniques (ayant moins de 7 sons
a £'octave) sont souvent consddéries comme déﬁectéuaéx

Les Bchefles Bnumdries peuvent subin des défonmations pan attraction des de-
gnés faibles verns Les deans honts aul restent stables en vertu de L'organi-
sation hitrnarchique des sons. C'est ainsd que 8'expliquent Les Trols genre
de La musique grecque antique (diatonique, ch&omaiiquzx ; enha&moniquex) de
méme que Les modes tsiganes ou Les divers aspects du mode minewr.
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Chromatisme : (suppose comme néfrence de base £'adoption de L£'échelle hep-

tatonigue natuwrelle).

Cette Echelle ou gamme chromatique consisite en une succession de demi-Ztons
diatoniques et chromatiques qul sont au nombre de 12 a £'octave.

Ce n'est qu'en systeme tempirl que Le fon se divise parn moilties taales en
demi-ton diatonique et demi-Zon chromaticue. 1L ne reste foujours que 7
noms powr désignen douze sons, alons on utilise [, b; g ).

Gamme défective : c'est une gamme qul comporte moins de 7 sons. Terme fa-

cheux bien que thés utilis? qui Laisse supposer que £'on avait a L'ordigine

une gamme heptatonigue & Laguelle on a retranche un ou plusieurs sons.

Evhawmonioue : (musigue grecque de L'Antiquité). Genre predult par une

subdivision len dirnection descendante) de La quarte juste en une tience
majeure et deux Lntervalles enharmonioues nommés "digsis" dont Les rapports

varlent selon Les thiorndiciens et L'épocue.

Systimes acoustioues : Nu fait que La somme de 17 guintes ne corresponde pas

fout @ 4ait @ celle de 7 octaves, on a wtilisé au courns des sL&cles, difhe-
nents suysiimes appelis sysitimes acoustiques. Les plus Amportants d'entre eux
sont - Le susxtlme puthagoricien, 4ondé swi Le rnavport 3/2 de La quinte

- Le systeme zarlinien, 4avorisant en plus Le rapport 5/4 de La Zierce
mafeure

- Lo systime tempinl Egal, ne javorisant aucun intervalle (octave excep-
fee).

Systdme Pythagoricien : Sysieme bien antérieun & Pythagore & qui on en atidi-
bue La justification théornique. 1L 8'agit de &'obtention d'une échelle hep-

tatonique par nroghessions successdives de quintes justes avec rlduction
d'octave.

La somme de 12 quintes ne conrespond pas tout & falt a celle de 7 octaves
elle La dépasse d'envinon 1/§ de Zon appele comma pythagoricien.

Ce sustime n'impose nas de tonique ou de point de départ dans La succession
des sons. Ce systeme est caracténisé pan des Tons Zgaux et des demi-tons
ingaux. 1L en nésulie un caractére de dynamisme expansif qui se thadult par
L'attraction mélodique des sons & distance de demi-ton (MI-FA ; ST - D0)
Thes uwtilist aux XVIe et XVIIZ siecle.
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Systéme larlinien

M.G Zanlino n'a pas {iventl ce systeme mais a beaucoup contribul A son
adoption généralisie.

Sa canactiristique puincipale est de rnemplacer La tierce majeure pytha-
gonicienne (81/64) pan cclle de La sénie des hamoniques (5/4) ce qui
permet une wtifisation plus consonante des accords de trhods sons (DO- MI-
SoL).

Pourn obtenin L'échelle heptatoniaue zarlindienne, La fagon La plus
simple et La plus wsuelle est de prendre 3 accoads parfaits majeuns Ad-
tuds a distance d'une quinte et d'en orndonnen Les sons par proghessLions
diatonigues & partin de La basse de L'accord parfait median considérs

comme centhal et done comme worteur de La tondique

: /
-
pounte

Commence & &'imposen verns La 4in du XVe siZcle expansion maximale
au XV1e siegcle

Commence & ethe remplacé au XVITIE sdicele war Le susiteme Zempihl
ggal.
Ce systime favorise aw maximum L'audition verticale des accords conso-
nants a L'état de nepos.

Le systime Lempérl

Les contradictions acoustiques inhérentes aux systémes pythagoricien
ot zanlinien (impossibilit? de faire coinciden Les quinZes avec Les octa-
ves et Les tiences avec Les auintes) divinrent de plus en plus intoléra-
bles dés Lons que Les compositeurs vowlurent proc@den a des modulations

de plus en plus 2Loignles eof imprévues swi des instruments & Aons f4xes.

Aussi, Les musiciens durent-ils wtilisen des compromis od certains
sons funent Légerements transhoamés c'est-a-dine "temoens", afin que
d'autnes deviennent acceptables. A £'onlaine tows Les Tempraments pro-
posds Btaient AinBaaux, pulsque L'on chodisissalt certains Antervalles qui
concorvaient Lewn nature et que Les autrnes Btaient adapzds & partin d'eux.



Clest ainsi que proctdirent, paamis d'autnes : A.SCHLICK (15711) ;
P.AARON (1523) ; G.ZARLINO (1558) ; J.KEPLER (1619) et L.TULER (1729).

Toutefois aucun de ces systimes Lemplris ne 4'avBra vhaiment
satisfaisant carn certaines modubations restaient toujourns impossibles.
C'est ainsd que fut envisagé Le partage égal de L'octave en 172 demi-
tons Egaux, c'est & dine La rlpartition du comma pythagoricien entre
Les 17 quintes formant L'échelle chromatique.

Le mathematicien 4Lamand Simon STEVEN {fut Le premier & accorden
un monocorde en tempZrament Zgal avec une approximation thés satisfai-
sante (verns 1596). A La méme Epoque un prince chinods Chou Tsai-yu
(1595) avaift calculd avec encore plus de pricision Les intervalles tem-
pents, pulsque 9 sun 12 Ztalent absolument exacts. M.MERSENNE calcula
aussL Les valewrs des intervalles Zempéries avec une approximation trhis
satisfaisante (ainsi que M.WERCKMEISTER). |
Introduit dans La praticue musicale au début du XVITTe sdicle, Le fem-
perament égal 4'Aimoosa pew & pew, mals non sans diffLeultd.

En 1851 pas un seul des orgues anglais prisentés a La Grande Exposition
n'étalt accond? en fempirament Eaal.

De nos journs LL se népend de plus en plus grace a L'industrie des suyn-
thitisewrs €lectroniques.

En Zemprament Egal Les enharumoniques ne sont plus sEparts par un comma
mais coincident Jo# = RE b

On peut alorns pratiquen des modulations dans Les tons Les plus
eloignes ainsd que Le chromatisme Le plus extreme. De plus, des transpo-
sitions LLLImitEes deviennent possibles sun Les instruments 4 sons fLxes.



13°) CONCLUSTION

Les inconvénients inhtrents au tempirament Egal sont Zoutefois
plus perceptibles de nos jours que pan Le passt. En effet, en raison
de £'égalisation généralisie, L'oneille perd L'habitude des valeuwrns
natunelles et L'instinet aussi bien mélodique qu'harmonigue 4'estom-
pe de plus en plus.

12 senait souhaitable que Les premitres notlons musicales se fas-
sent d'abonrd en systime pythagoricien (ondre mélLodique), puls en
systeme zarkinien (haumonie consonante] avant de passer au systeme
tempine.

10 serait aussi souhaitable que Les producteuns de synthdtiseuns
prdvoient La possibilite d'utilisen d'authes tempZraments sur Les ap-
pareils qu'ils Livient au public.

REFERENCES :

(1) James Jeans : "Sclence and Music" - Doven

'7) Systémes Pythagoricden
tempene
zarlinlen
par S.Gut dans La science de La musique (de chez BORDAS) sous
direction Mare Honeggen - Directewr a L'Institut de musicclogie
de £'Univernsite de Strasbourg.

3 Histoine de la musdgue de J.Combarieuw (de chez Ammand Coldin).



?1-JUSTESSE MECANISTE ET JUSTESSE EXPRESSIVE

1) L'UNIVERS CHROMATIQUE DES PIANISTES ET SON ENVERS

17
L

Doit-on jouer sol” e

t lab

s

la méme hauteur ? Question piége sans

aucun doute : posez-la donc & un pianiste, & un organiste ou & un claveciniste.

Vous aurez des réponses trés diverses, malis certains pianistes donneront sans
_slter une réponse affirmative. Cela peut surprendre, mais ._ia s'explique

par les raisons suivantes
1) notre pianiste vit dans un univers ol leshauteursdes notes sont fixes

2) & la différence des clavecinistes, les pianistes n'accordent pas
leur instrument eux-m&mes mais confient cette tiche & un accordeur qui ne se
P . . . < 7=

préoccupe pas de savceir sion va jouer une ceuvre en la majeur (ol le sol

P

est probable) ou en wmi’ majeur (ol le lab est probable)

3) notre pianiste peut avoir lu que l'accord actuel du piano est
"bien-tempéré" [31 et qu'il en existe des modéles mathématiques (au moins deux!)
parfaits

L) il peut aussi avoir entendu parler d'une certaine "loi de Fechner"
qui affirme que "les> sensations varient comme le logarithme des excitations
physiques".

Et, finalement, Saint Augustin luil répdte tous les jours que "1l'habitude

est une seconde nature". Alors pourguoi vouloir résister & 1'idée que le clavier

du piane est la représentation tactile de l'univers des sons ? Jouer un solf:oulullép
c'ast appuyer sur les m€mes touches, donc sol” = lap,tout est dit et le cercle est clos.
#_ . b

Bien entendu certains pienistes ne pensent pas que sol la”, ils

différencient ces deux notes par des phrasés différents, mais il est certain que

# b,

tous les pianistes jouent sol” et la” & la méme hauteur.

Cependant l'envers de cette certitude trompeuse nous enveloppe de toutes parts :
il englobe l'univers des sons de hauteur variable, l'art de l'accordeur, les

lois de l'acoustique, les expériences sur la perception des sons musicaux, etc ...

Je vails essayer d'en donner un rapide epercgu en me limitant & la notion

d'intervalle. -

L'intervalle entre deux notes peut &tre percu harmoniquement (lorsque

les deux notes sont jouées simultanément) ou mélodiguement (lorsque les deux

notes sont Jouées successivement).
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Perception harmonigue

Depuis 1'Antiquité, on e remarqué que certains intervalles musicaux

étaient particuli®rement harmonieux, les voici par ordre de pureté décroissante

nom de 1l'intervalle rapport des fréquences de la note haute a

la note basse

unisson 1

octave 2

. 3

uinte =

4 2

‘quarte E

19

4 3

~etc ...

Si 1a loi de Fechner était vraie, la quarte, la quinte et 1l'octave
devraient se suivre par ordre de -3inder _ruissante (un pianiste ne doit-il pas

écarter davantage les doigts pour jouer une octave que pour jouer une quarte 2).

Or depuis Carl Stumpf (XIXéme sidcle) toutes les expériences montrent
que ceci est faux. Dans un échantillon d'auditeurs séns formation musicale,
Carl Stumpf a trouvé que 75% pergoivent comme son unique deux sons simultanés
3 1'octave, 50% réagissent de méme 3 la quinte, 33% & la quarte, etc ...

[ IX, D 1871 En revanche la loi de Weber, et seulement elle, est correcte.
Sous sa forme la plus générale cette loi affirme que deux excitations physiques
dont le rapport est constant donnent deux impressions égales (égalité qui

n'implique aucun isomorphisme entre ensembles ordonnés).

-

Cela signifie'que 1'intervalle entre les notes de fréquences x et kx
est percu de la méme manidre que l'intervalle entre les notes de fréquences
y et ky. C'est cette propriété qui permet de fonder la notion d'oreille relative
(qui correspond & 1a notion mathématique de point projectif et qui est & la base

de la notion de transposition en musique).

Terminons en mentionnant que la valeur minimale de k perceptible est
comprise entre 1,001 et 1,01 (dans le médium) selon la finesse de 1l'oreille

de l'auditeur.



Perception mélodigue

Elle semble régie par des lois assez différentes - la loi de Weber,
elle-méme, devient trop rigide. Pour prendre un exemple disons que l'oreille est
capab'e de reconnaltre une mélodie aprés le traitement barbare qui consiste 2
ramener tous les intervalles 2 un demi-ton, en ne conservant que la suite des

directions des changements de hauteurs [y, D 1ﬁﬂ

- . o]
Quels intervalles trouve-t-on sur un piano !

Tout dépend de l'accordeur.

S1 l'accordeur se régle sur le tempérament classique (dit de Werckmeister)
seuls les intervalles compuwefs d'octaves sont justes (rapport des fréquences 2n,
1/
avec n entier) car la gamme chromatique est le groupe engendré par 2 /12
(essayez donc d'expliquer la signification de ce symbole & un non-mathématicien!).
Si l'accordeur se ri:zle sur le tempérament de S. Cordier [E] seuls les
3
(

n
=)", avec

intervalles composés de quintes sont justes (rapport des fréquences >

1
n entier) car la gamne chrometique est le groupe engendré par (%Q /7.

Et si, finalement, l'asccordeur se fie & sa propre oreille tous les

espoirs sont permis ...

2) LA JUSTESSE EXPRESSIVE DES CHANTEURS ET DES INSTRUMENTISTES A CORDES

Contrairement au pianiste dont 1'univers ne comporte que des sons de
hauteur fixe, le violoniste ne subit gque quatre contraintes : les hauteurs des
guatre cordes & vide, tout le reste est l'euvre de la nature et du musicien.
Et encore, dans ce cas, le violoniste accorde-t-il lui-m€me son instrument.

I1 choisit des quintes pures s'il doit jouer seul ou avec un piano accordé

par Serge Cordier, il choisit des quintes tempérées s'il doit jouer avec un
pizno accordé de manidre classique (Werckmeister). Quant au chanteur, il jouit
d'une liberté totale et peut méme changer de gamme chromatique & son gré.

La liberté des cordes et des chanteurs les conduit & rechercher des sons
plus riches de significations et & développer les notions dites de
"justesse expressive' (Casals ET, p. 13L4|) et de "justesse créative"

(Bunting [2, D 152—16?1).

17
£

. - F % T
La Justesse expressive commence lorsque l'on décide que sol n'est pas
. . p N b . . s
nécessalrement égal a la , et que l'on se demande ce qu'ils doivent étre

en fonction du contexte musical.



Par "contexte musical j'entends, premiérement, une étude active de ls
partition : est-ce que le compositeur pensait les notes en tempérament égal
(comme Wagner lj, p. 339] et les dodécaphonistes) ou inégal (comme Mozart
-ET, D. 327]) ? " joue-t-o* ~n la majeur ou en mib majeur ? ‘
et deuxidmementl'utilisation des facultés imaginatives de l'in*terpréte pour choisir
les sons les plus harmonieux et les plus expressifs en fonction des données
concrétes : Y a-t-il un piano dans 1'ensemble ? ou une clarinette ? ou une fliite ?
est-ce que la tonalité est majeure ? mineure ? etc
I1 n'est donc pas surprenant que la Jjustesse expressive apparalsse comme un

domaine aussi vaste que 1'Art de 1'interprétation lui-méme.

Aussi nous limiterons-nous & quelques remarques, que nous espérons simples
et utilisables, basées sur un petiﬁ nombre de notions fondamentales et destinées
3 redonner confiance & chacun en sa propre oreilleket en celle des autres)afin
de recnercher une justesse plus fine et profite: de 1l'infinie liberté permise

e

aux instruments & sons variables.
)
1

Ainsi que le dit Helmholtz ET, p. LlH

¥

“ie piano est sans aucun doute
un instrument tres utile pour faire connaissarie avec la littérature musicale,
ou pour jouer chez soi, ou pour accompagner des chanteurs. Mais pour des fins
artistiques son importance n'est pas telle que son mécanisme doive servir de

base & tout le systéme musical'.

2) TEMPERAMENTS USUELS

Fn dehors des tempéraments égaux dont nous avons parlé plus haut deux

tempéraments inégaux sont fréquemment utilisés:
La "gamme des violonistes" proche de-celle de Pythagore [5, I, p. 176]
et la gamme des chanteurs proche de celle de Zarlino [S, I, p. 106].

Ces gammes font partie de la catégorie des gammes naturelles dont on

trouvera une théorie dans [€].



Le tableau suivant donne les fréquences des différentes notes du mode majeur,

celle du do

étant prise pour unité. Pour les autres modes voir

(7, pp. 27L4-75].

do ré mi fa sol la si do
amme tempérée 1 1
8 P ; , /6 , 3 25/12 27/12 23/h 2”/12 .
classigue
amme tempérée 2 L
: - =T A N I L - B W N N P
de S. Cordier 2 2 2 2 2 2 2
2 N 2 3 5
3 3 2 3 3 3
gamme de Pythagore 1 e — = = 2
23 ;g & ;H 27
2 2
gamme de Zarlino 1 ég :%- | 37 -% %— §%§ 2
2 2 > 2
Pour les lecteurs éui désireraient connaitre des valeurs approchées
de ces nombrés, voicH +abhlean de leurs valeurs arrétées & la quatriéme
décimale
do ré mi fea sol la si do
gamme tempérée >
o Temsetme 1 1,1225 | 1,2599 | 1,3348 | 1,L983 | 1,6818 | 1,8877
gamme tempérée .
e 5. Cordier 1 1,1228 | 1,2607 | 1,3359 | 1,5000 | 1,682 | 1,8911 |2,0039
gamme de Pythagore 1 1,1250 | 1,2656 | 1,3333 | 1,5000 1,6875 1,898L 2
i .
gamme de Zarlino 1 1,1250 1,2500 1,3333 1,5000 1,V65? 1,8750 2
4) TONIC SOL-FA
Le tonic .Sol-Fa est un systéme de notation musicale adaptée & 1l'écriture

de la musique tonale. Il consiste & rechercher la tonalité locale d'un passage

~

et & appeler "doh" la tonique, "ray" la sus-tonique, etc

Non seulement cette écriture est pratique mais elle donne une habitude

conceptuelle extrémement importante.



Le tableau suivant contient toutes les gammes majeures en notation de tonic Sol-Fa.

pour l'utiliser il suffit de remplacer X par la fréquence de la tonigue.

| doh | ray me fah .oh lah te doh
| l
| /¢ 1 3 11
gamme tempérée 5 > /6 < |2 /3 5 25/12 . 27/12 < | 2 /4 < |2 /12x ox
classique
2 ks, 11 1
gamme tempérée . (§) /1 . (30 oy (§05/7 N i-x (1)9/7 « (30 /YX;(Q) i
de S. Cordier t2 2 2 2 2 2 2
2 L 2 3 p)
gamme de Pythsgere % ig X ig X %; % g-x QE X i: re 2x
2 2 2 2!
2 2
gamme de Zarlino X i; X j% X £ b4 §~x 2-x 3-ié-x 2x
2 2 3 = 3 23

Les solf. .stes étaient trés nombreux en Grande-Bretagne a 1'époque
Victorienne (entre 1854 et 188k, quatre millions de britanniques pratiquérent

le Sol-Fa).

Ils apprenaient & chanter "sans aucun accompagnement instrumental,

habitués qu'ils étaient de suivre seulement leur oreille" EY, D. h2§]

Comme la gamme des solfaistes était proche de celle de Zarlino, nous

commencerons par étudier la justesse zarlinienne.

5) INTONATION TONALE DES CHANTEURS

Supposons que, par exemple, nous devions chanter une piéce de Mozart.
Selon Helmholtz [T, p. 327] : "Mozart a encore eu l'occasion de faire des
¢tudes approfondies de la composition pour le chant. Il est maitre de la plus
douce harmonie, lorsqu'il le désire, mais il est un des derniers compositeurs

possédant cette maitrise”.

Alors, pour Mozart, est-ce que solﬁé et lab ont toujours la méme
hauteur 7

b

Nous allons étudier cette question en supposant que le solﬁé et le la
se trouvent en la majeur et mib majeur et en utilisant la gamme de Zarlino.

Mais chemin faisant nous découvrirons des phénoménes intéressants.



Pour commencer nous allons comparer les trois tonalités voisines de do,
sol et fa majeur. Pour cela nous prendrons successivement x = 1, %-et - et
nous serons amener & multiplier ou z diviser les fréquences par 2 DPOUr NOUS
ramener & -~=2 seule octave.

doh ray | me fah soh la te doh
I
. 9 i3 L 3 5 15
rlin = 5 = % — = = -
gamme de Zarlino x 5 } ; S X - 3 x 5 2x
. 9 r L
do majeur 1 /8 { 2/ /3 3/2 5/3 5/g 2
(x = 1) do ré ( mi fa sol la si do
1 Q
sol majeur 3/2 21/ +¢ °/8 1 /g 2/ h5/32 3/2
- = / iy
(x = gﬁ sol |12 si do ré mi [£a” ] sol
. L 16 10 L
fa majeur /3 3/2 5/3 /9 1 /9 S/M /3
(x = %) fa sol la [sib] Jo [ré} mi fa

Dans ce tableau on a ®is des crochets. autour des noms des notes dont les

fréquences n'apparaissent pas dens la gamme de

sont de "nouvelles notes'.

En changeant l'ordre des notes de maniére 2

~n obtient le tableau suivant

commencer par un do,

do majeur ; nous dirons gque ce

do ré mi fa faﬁé sol la Sib do
ol maj.| 1 /g 5/h h5/32 3/2 27/16 >
omei. | 1 | g | Pn | 3, | /g 2
amag. | 1 | g | % | Y AR E

Cn note deux phénomdnes qualitatifs (par ordre d'importance décroissante)

1) 1'apparition de nouvelles notes qu'on appelle fa” en sol majeur
D

et sib en fa majeur et qui sont effectivement distinctes des précédentes

6]

2) le fait que le second degré (ray) de la gamme majeure se comporte de

dans ma théorie

maniére particulidre : au lieu de donner le "lah" de la gamme "au-dessus" il se

> L4 7 81 . -~ - . .
trouve plus haut de la quantité 56-(comma de Didyme, tout & fait audible). Mais
dans ma théorie on a bien la mBme note abstraite (mfme classe dans le groupe

miotient) avec une justesse différente.



Venons-en a

en 1la

la question

majeur et

lab

sol# = la

P

mi~ majeur.

b

Sol#

Pour passer de

majeur &

se rencontre la premiére fois
”d.o”

majeur, un compositeur comme Mozart suivra un parcours sinueux gquil sera

équivalent 2 une suite de trois transpositions d'une quinte, nous prenons donc

majeur et

de la
p

mi” majeur, d'ou la fréquence

b

”la”

3y _ 2T
X = _5) = 7§ pour la

Sol# sera le "te"

et la sera le '"fah"
8 L n
am—— X — o
o7 3 x 2, Pour ramener le la
n = 2, -ce qui donne finalement

fréquence sol

x = 27 pour

majeur, d'ou

32805 _

fréquence la

32768

c'est audible pour une trés bonne oreille.

Dans ma théorie [6] 1le sol

#

et le 1la

b

.b
ml

la fréquence

dans l'octave on doit prendre

7,00113

majeur.

(méme classe dans le groupe quotient) avec une justesse différente.

m =.2

3

et

s t la méme note abstraite

I1 n'est peut-&tre pas inutile de remarquer que tous ces calculs peuvent

atre effectués sur les gammes tempérées et que le résultat que 1l'on obtient

ne fait naturellement apparaitre qu'une seule fréquence par note abstraite

1a différence entre demi-ton diatonique et demi-ton chromatique disparait,

. 'univers redevient insipide et plat.

5) COMPARAISON DES DIVERSES INTONATIONS

Ce que l'on vient de dire pour la gamme de Zarlino pourrait &tre répété

mutatis mutandis, pour la gemme de Pythagore, dite "gamme des violonistes" ;

cela ne présente aucune difficulté.

Pour cette raison nous nous bornerons &

classique & 1'intonation pythagoricienne et a4 l'intonation zarlinienne.

comparer 1l'intonation tempérée

Dans le tableau suivant les nombres & quatre décimales sont des approximations

du rapport des fréquences des notes de Pythagore (respectivement Zarlino)

4 celles des notes tempérées

doh ray ne fah soh . lah te
Pythagore 1 1,0023 1,00L5 (1,0011)_1 1,0011 1,003% 1,0057
Zar’ .o 1 1,0023  [(1,0079)" (1,0011)" ' 1,001 |(1,0091)7"|(1,0068)7"
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Ce qui compte, en définitive, c'est moins les décimales que le fait que,
T/
quelgue part, au volsinage et au-dessus de 2 12 se trouve un nombre merveilleu-

sement simple : =, c'est-a-dire une quinte pure bien résonnante et que l'on peut

n Jwo

atteindre par le vibrato méme lorsqu'on ne joue pas mathématiquement juste,
c'est ce que savent instinctivement tous les grands interprétes ainsi que 1l'avait

noté Helmholtz [7, p. 428 :

"Je pense que beaucoup de nos meilleures exécutions musicales doivent
leur beauté a une introduction inconsciente du systéme naturel, et que nous
pourrions plus souvent apprécier leurs charmes si ce systéme était enseigné
de maniére pédagogiqie en le mettant & la base de tout 1l'enseignement musical,
& la place de 1l'imtonation tempérée qui empé&che la voix humaine et les instruments
a cordes de développer leur pleine harmonie dans le seul but de ne pas perturber

les habitudes des pianistes et des organistes".

Il est désormais clair que 1'intonation naturelle est mathématiquement

cohérente pour les instruments 3 sons variables , qu'elle est réalisable

par les chanteurs et Les lhstrumentistes & cordes, comme 1l'avait remarqué

jadis Helmholtz, et aussi par les ordinateurs actuels _—_

Finalement tous les points de vue se réconcilient dans une méme structure
abstraite [5] constituant le langage commun des musiciens, fixistes ou non.
Et, pour tout ce qui se trouve au-deld de ces principes et de cette structure

simplistes, je renvoie le lecteur & 1'Essai de Christopher Bunting [?, Dp. 152—621.
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Représentons le nombre 1,0011 par une fléche (4), cela nous permet de
dresser un tableau des corrections que doivent faire un violoniste et un chanteur

. . 7z 7z L7
pour s'adapter 3 la justesse d'un piano accordé selon la gamme tempérée classique

doh ray me £ . soh lah te doh
violoniste| O Y 222 4 + R R YHedy 0
chanteur 0 R tttdttd + + AL AA A A4 44 0

Remarquons deux choses

-~ toute oreille est sensible a dix fléches et les meilleures oreilles sont
sensibles & une fléche,
- il y a une cohérence parfaite entre 1l'intonation pythagoricienne et celle

que préconise Casals pour les gammes majeures [1, D. 135].

On peut aussi comparer les demi-tons chromatiques et diatoniques pour la
camnsz e Pythagore, on trouve :
. ; 1
demi-ton chromatique _ 3

2
P e ey = 219 = 1,0136433 = douze fléches

Bien entendu il serait fallacieux de considérertous les pianos comme
accordés de la sorte, le métier de l'accordeur est plus un art gqu'une science
et trés souvent les accordeurs préférent leur oreille & un dispositif électronique
(ce qui parait trds raisonnable...). Aussi le tableau précédent n'a-t-il gqu'un -

intérét purement théorique.

7) CONCLUSION

Le lecteur peut légitimement se demander ce que signifie ce fatras de

chiffres.

La réponse doit venir des pianistes : ils utilisent les chiffres pour

#

gffirmer que <sol” = lab, pourquoi les chanteurs et instrumentistes & cordes

ne pourraient-ils les utiliser pour affirmer le contraire ?

Bien slir les détails quantitatifs ne doivent pas €tre pris sans réserves

la notion d'approximation n'est probablement pas le bon concept mathématique
I b D 1%

et puis il y a le vibrato) mais les résultats gualitatifs vont trés loin ...
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Arglwydd gad im dawel orfTwys - - O! mor hoff yw cwmni’r brodyr

Dan gysodau’r palmwydd clyd, Sydd &’u hwyneb tua’r wlad,

Lle yr eistedd pererinion Heb un tafod yn gwcnmthlo—
At eu flordd i'r nefol fyd; Heb un fron yn meithrin brad;

Lle’r adroddant dy flyddlegded Gwlith y nefoedd ar eu profiad,
Iddynt yn yr anial cras, Atsain hyder yn eu hizith;

Nes anghofidu cyfynvdm'g,u Teimlant hiracth am eu mrtn:f

Wrth foliannu nerth dy ras. ~* Cerant sén am ben cu taith.

A.rglwydd dal ni nes mynd adref,
Nid yw'r lwybr eto’n faith;
Gwened heulwen ar ein hemxd
Wrth nesdu at ben y daith;
Doed y nefol awel dyner . E
I'n cyfarfod yn y glyn, ,
Nes in deimlo’n traed yn sengi
Ar uchelder Seion fryn. Vs v o
EMRYS.
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(SN

)= LA PSEUDO-L0T DE FECHNEF

I) INTRODUCTION

Mon interet pourn La pseudo-Loi de Fechner provient de L'usage Ammodene qu'en
font un cerntain nombre de personnes.
Puisqu'elle 2tablit un Liew mathématique entre L'univers des sensations et Le
monde physique, <L est devenu #1és facile de vous dire ce que vows devez nres-
sentin : un appareil de physique suffit pour cela, et si vous ne rhessentez rien
c'est vous qui 3tes dendgle.
Elle permet aussi une fustification a priondl de La gamme tempérle : La sensation
d'octave est divisée en douze parties "Egales". Pourquol 12 ? qu'd cela ne tien-
ne, on peut vous definin une gamme tempérfe @ 11 ou 13 demi tons 84 vous prdfe-
ez ..
Prégene t-on ?
EXL qu'en penseralt Fechner ?
Clest ce que jfe suis allé neganden et une grande surprise m'attendait : Le point
de vue de Fechnen etait diamétralement opposé & celui de nos materialistes moder-
nes. Ce qu'il cherchait a Extablin etait £'existence du monde physique & partin
de celle de L'univerns des sensations ......

IT- LES SOURCES PHILOSOPHIQUES

Jetez done un coup d'oeid & ce qui est dit de La philosophie de Schelling, un
des inspinateurns de Fechner, dans Les merveillfoux "Fondements du Saveix Romanti-
que"

Romantique, centes, &tait Schelling en voulant réconcilien La Nature of L' Esprdt,
categonies dissociles par La "Philosophie des Lumilres" ot La conception mécaniste
de L'univens ; La Nature 8taif devenue 6tnancdse A 0'Homme ot celui-cl se trhouvalt

aliene au sein de L'univers.
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"Ce que nows pritendons, ce n'est pas que La nature coineide comme par hasard
avec Les Lods de notre esprdit (pan L'intermédiaine d'un trhodsieme princdpe),

mais qu'elle exprime elle-méme , nécessairement et primitivement, Les Lodls de
notre esprnit et que non sewlement elle Les exprnime, mais Les néalise et qu'elle
n'est et ne peut trhe appelie Nature que pour autant qu'elle est L'une et L'au-
the.

Poun Fechnern Les plantes et Les Btoiles elles-memes Btalent animées ; Dieu, L'a-
me de L'univerns, avalt une existence semblfable a celfle de L'homme et Les Loils na-

tunelles etaient Les modes de découvernte de La perfection divine.

Le principe fondamental de La philosophie de Fechner est que, en depit
des apparences, L'esprit et Le conps ne sont que deux aspects d'une méme réa-
Lité. Et Fechnen prenait L'exemple d'un cercle qui apparaii concave ou convexe

selon que L'observateur se trouve & L'intérleuwn ou & L'extirlewn de celudi-ch...

Poun Fechnern La "Lod" que nous allons décrine dans Le troisdeme paraghaphe sLgni-
4lalt que La nelation entre Le monde spirnituel et Le monde physique peut etre for-
mulde et que, par conséquent, AL n'existe qu'un seul monde, Le monde spirituel.

I1I) LA "LOT" DE FECHNER

" Cette Lod 4ut publide en 1860 dans "Die Elements dex Psychophysik , Le grand
ouvrage de Fechner,
Elle affinme que 54 Le seull de perception d'un phénomene donné cornrespond a une

exeltation EO, on a :

B s -c” zog(%}
o

ot S(E) est La sensation qui cornrespond a L'excitation E.
Cont ans aprds Fechnern cette Lol est utilisée dans L'autre sens : Les physiciens
mesurent £ et nous Linforment ensuite de ce que nows devons ressentin (pauvie

E
Fechnen!) . 4



(SN

EL comme c'est this pratique, on wtilise cette Lol dans Zous Les domaines sans
Trop se demandern s4 elle a un scens.

Exemples :
Nos exemples seiont nelatifs a La perception des intervalles musicaux.

Un intervalle est un couple de notes que £'on neperera pan Leurns gréquences

E7 et EZ, on Le représentera pan (EI’EZ)‘

Lorsque Les notes sont jouBes successivement on dit qu'on a aggaire a un intern-
- valle melodique, La sensation d'intervalle a peut-étre alors un happorkt avee La
Lod de Fechnen, si £'on ne hegarnde pas thop Les dezails [A11

Lonsque Les notes sont joutes simubtanment on dit qu'on a afgairne a un Anten-
valle harmonique. Comme £'ordre entre E, et Ez n'a plus d'imporntance, L vaut

mieux représentern un intervalde harmonique par un ensemble, par exemple {E7,E2} -

SL La Lod de Fechnen était vrale, on auraif, pour une octave (c'est a dike

{Ep8, 3 ={12§)

SZ~87=CL0gZ
our une quinte pure ({E E } =11 é-} )
P 1773 2
P 3 -—
S - S; = C Log ?-<ZSZ S,

S< L'on n'entend pas bien Les cctaves (c'est Le cas d'un certain nombre de cheds
d'onchestre célebres) on devrait se trompen davantage surn Les quintes, encore
plus sun Les tiernces, ete...

Or cecd est completement faux (expériences de Carl Stumpf [’C-}, expén&énce des
musLclens ayant joul avec Les susdits chefs d'onchestre céﬂébiﬁa, 8L ;s sna )

Dans Les paraghaphes qui Auiuem§70n va se demander comment Fechnen
a ot mosa "Lod" et ensuite on s'interogera sun La parnt de vERIAE qu'elle peut
contenin I sur Le Zype de nombres qui peuvent servin A& repbren La sensation
d'intervalle harmonique.
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1V)- LA DEMARCHE DE FECHNER

G.T. Fechnen (1801-188%) necut une formation de biologiste a L'univernsite
de Ledpzdig, puis 4'interessa aux mathémaf&dueé, a La physique, a La phifosophie,
2 L'estheiique, efce...
On peut penser que ses conceptions mathématiques étaient celles de tout physs-
cien de L£'époque et que pour Lul :

-tout nombre est néel 'Ll n'est pas imaginainre
-toute fonction est continue et meme differentiable.
On va essayern de reconstituer La démarche que Fechnen a pu sudivie, ou une dé-

marcne equivalente ..

4,1- Fechnen part de La Loi de Weber (qui ¢taixt physiologiste)

Ae &

(W) =a=c
E
Les conditions de validité de cette Lol doivent étre prlceistes : E est une
excitation, E + A E est L'exeltation cornespondant a La plus petite variation
(positive) de sensation perceptible difgerente.
E peut souvent étrne représentée pan un nombre néel et cette formule a donc un

Aens.

4,2- Ensuite Fechnern généralise (W) en caivant ta "formule hondamentale :

At
E

oll ¢ est une constante et A S £'accroissement de sensation.

A

7]

= €

On hait 4oL deux enomnmes hypotheses :
4 yp

H ) Les sensations peuvent ethe mesurnes par des nombres réels:
SEE—N:
AE

et Fechnern en afoute une trhodisdieme (tout aussd énorme):

ne dépend pas de E

H )\ on peut passen & La Limife :

ds ¢

~E €



4,3- Lonsqu'on admet a,b,c La Loi de Fechnern s'obtient par intigration :
(F) S =c¢ Log E/Eo

ol Eo est L'excitation qui cotrespond @ S = 0 @ seulld d'excltation.

4,4- Nous avons dit que (F) ne s'applique pas & La perception harmonique des Ain-
tervalles,
Done, 44 nous vouwlons garnden (W), nows devons regjeten L'une au moins des
hypotheses a, b et c.

4,5- 1L est clain que L'hypothise Ha st particuliehement choquante,
Pourn que O S s04t un nombre réel il faudrnait que Les sensations verlfient
Les axiomes qui caractirisent Les grandeuwrs mesuwrablos [B]: on verra que

ce n'est nwas fe cas noun La perception harmoniaoue des intervalles.
Mais L'hypothese Hc 8L aussd en contrhadiction avec La notion de quanta de pen-
ception qui est a La base de La Lo de Weben.

V) GRANDEURS MESURABLES

Le probleme de La meswre des grandeurns est a L'onigine de La notion de nom-
bre niel depuis que Les mathématiciens grecs ont eu £'idée de comparer et d'afou-
ten des "grandeuns de méme espéce’. C'est cette approche qui est retenue dans

Bourbaki [B] .

Nows allons donnen des conditions, sun un ensemble E mundi d'une Lod de composition
interne et d'une nelation d'ondre, pour que E 504t {somorphe & une partie de R,
ces conditions sont un peu moins générales que celles de Rowrbaki.

THEOREME -

Soit un ensemble E totalement ordonné, possédant un plus petit élément w
et 504t (x,y) V> xy une Lod de composition {inteane non nécessairement commutative.
Aﬂona 54 Les axiomes (GRT) ; (GRZ) ; (GRg) et (GR4) cl-dessous sont satiskaits,

il existe une application § sirictement croissante
! ¢ .
[ t E w— R, telle que L'on aif :
§lxy) = 4(x) + §(y)
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En outre L'image 4(E) est dense par rapport a toul Anztervalle [o, 4 (b)) de R,
b désignant un eLeément quelccnque de E.

Les conditions supposdes sont Les sudvantes (ol < desdigne L' inegalite sinicte).

(GR]) la Loi de composition est associative et w en est eLement neutre
(wx = xw = x , pour tout x).

(GR,) x<y entraine, pour tout z, xz<yz et zx < zy.

(GRB) L'ensemble des 3ements > w n'est pas vide et n'a pas de plus petit &lLément
et quels que solent x et y tels que x <y, L existe 3 > w tel que x3% < Y.

(GR3) ("axiome d'Archiméde").

Quels que>5oien£ x et y avee x>w, L existe n € N tel que Kt > Y.

REMARQUE A
Bourbaki dit que dans L'application de ce théorlme aux sclences expeérnti-
mentales,on peut verifien (GR]) et (GRZ) & une certaine errewr presh.
Mais (GRS) doit etne considénd comme une exigence a priorl (car Les gran-
dewns aussi petites que L'on veut Echappent aux physiciens) et (GR4)
comme L' extrapolation d'un fait verifiable s4 x n'est pas thop petit.

V1) LOT DE COMPOSITION SUR L'ENSEMBLE DES PERCEPTIONS HARMONTQUES DES INTERVALLES.

Entrne La Loi (W) que fe suis prit a accepten et La Lod (F) qui ne me parait
pas acceptable, on peut fommulern une rolsieme Loi hypothitique qui, elle, me
paralt assez ralsonnable :

) as =g 5.

’ g ) 5 # .
Cela ne Adgnifie pas que 4 est une application de R" dans R, mais dans un
contain ensemble J° qui sera £'ensemble des perceptions hammoniques des intervalles.

Soit un Lntervalle T formé parn deux notes de fréquences E7 et E2 , on dodit gcnine
(voin paraghaphe 3 : exemple)

1 - { E; ;K }



Dans La suite nous conviendrons que E, £ EZ et nous ecrirons, Andifge-

nemment, 1 = (EY’EZ)'
A cet intervalle 1, La fonction § fait correspondre une sensation :
E, - E E

Z ] ) = 4 (_F%

- 1)

On en déduit une application h de L'ensemble J des intervalles har-
moniques dans F

E

NS )

(E,,E
7 1

1L esxt clain que h se factorise de La mani@re sulvante :

3 S

TT / 4»
: d

/

=

[1 =

0a 7 est La profection canonique : (E7 , Ez) —> EZ/E et ol g est L'appli-
cation : x +F——> flx - 1), :

Maintenant, tout mathématicien qui se respecte est tent? de définin une Lol de
monolde commutatif sun J en posant :

) ! - ! '
(E; » E,) Byl = (B Yy, By )

et, dans ces conditions, To est un morphisme.

(B

o , I -
g permet de thansporten La structure de monoide commutatif de &I,Cw'k a bp,

mais (GR,) pose un probleme naturellement.

)
2
Rappelons cet axiome :

(GRz)tx < Y entrhalne, pour ftout z, xz £ yz ek zx < zY.
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D'annés mes définitions nouws avons :

(2,3).(3,4)

(6,12) (dans J)

donc
hlquinte) . h (tience) = hloctave) (dans I )
S« (GRZ) Brait venifie on déduirnalt de :
w < hlquinte)
que
woh (tiernce) < hlquinte).h(tierce) = hloctave)
et on obtiendrait que :

hitience) = w.h(tience) < hloctave)
Ce qui est absurde (Carl Stumpf).

REMARQUE :

'l

T est un monolde simplifiable dont Le ghoupe symetise est Le ghoupe
des intervalles mélodiques.

Cependant La perception mélodigue, c'est-a-dire non simultante des Ain-
ternvalles, differe de La perception hanmonique[lﬂ Topologiauement

i n'u a par de comparaison possible entre La perception harmonique

et La nerception mélodigue.

VIT) UNE SOLUTION THEORTQUE PYTHAGORICIEMNN

Suppoaoaa un instant que €'univerns s0iZ denombnabﬂe ow, plus simplement, que
Les gréquences des notes de musdque pwissent Etre nepénées par des nombres ration-
nels [ce qui exclut La gamme temp@re mais n'est pas absurde & une Epoque ol £'hy-
pothise atomique est enseignée dans Les tcoles) .
ALors on powrhalt prendae 7= @ /\[7 fﬁaL , c'est-a-dine L'ensemble des
nationnels >.1 et g = L'identife :
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on powtralt dine que L' intervalle nephrisente par La fhaction {ndductible 2?

est inferieun ou dgal a L' intervalle reprdsentd par La fraction {vBductible’ Y2

s4 et seuwlement 84 n; K ny, et on auwnalt une classification des intervalles &y
confonrme, poun Les petites valewrs de d et de n, a celle de C.Stumpf (voin i:Pl).

Mais £'ondre ne seralt pas Zotal puisque £'on awralt :

5 5 5
7 « 7 £ 3

| Ut

£t natuwrellement, L' axiome (GRZ) ne senalt pas verifLie non plus ; en effet 44
nows phrenons

_ 3 _ 5 _ &
X =7 ) ¥y 17 i & = 5
nows avons :
<z - 12 , - 2
S A S
d'ol
Xz > yz
baen que
X < y !

En concluscon cette apnroche semble indicuen oue Les nombres Les plus adZquats
nour reprBsenten La perception harmonique des {ntervalles ne sont pas Les nom-
bres néels (Bquipts de Leur Zopologle habituelfle) mals Les nombres entierns et
les nombres rationnels.



ANNEXE : La harpe dolienne métaphysique de Thoreau.

Lepmm@eéwwww,t&édqummideHﬂ.TMmuw(ﬂ%l%&é%

d'Aujourd’ hul) me paralt traduirie avec bonheur £'unité ontologique du monde, que

j'ai essaybe de décnire dans Le paragraphe 7, et qui doit itre accessible a 2" hom-

me Libénré.
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12 negne dans £'ain une musique subtile parellle au
chant des hanpes doliennes. J'entends des cons melo-
dieux qui rdsonnent sous Les voltes Lointaines des
hautes négions de £'ain, musique & donner aux hommes
une folie divine, musique qui, du haut du ciel, vient
mowin a nos onellles.

Poun des oneilles attentives, quelle harpe splendide
ost Lo monde ! L'homme absonbd croit qu'au dela du
chant du grnillon iien ne peut 2tre pergu, mais ¥4
existe une mélLodie <mmortelle, que peuvent saisin Le
matin, @ midi, La nwit, Les oneilles qui savent ouln,
ot, parnfolis, tantox un homme, tantdt un awtrne L'entend,
pance qu'4il a des oredlles haifes pour La musique.

Verns ce chant,fa spinde et fa reine-des-prés se tendent.
ELles sont peintes 44 mervellleusement, parce qu'elles
plongent dans La couche La plus profonde de cette har-

monie.

: Topologie Générale ch V, HERMANN

P DE CANDE : Histoine Universelle de fa Musique, SEUTL

Fondements du Savoirn Romantique, PAYOT

MAC DONALD CRITCHLEY : Music and the Brain , HEINEMANN

: Musique et Mathématiques, A.P.M.E.P Publication N°52

RORING (E.G.) "A History ok Experimental Psucholoqu'" 1950 et Les
thavaux de CAMPBELL et STEVENS.









