La obra maestra del Compafiero Cantero

Una actividad constructiva de pavimento bajo formahistérica
por Danielle Salles-Legac con la colaboracién de Ran Rodriguez ,

Philippe Langlois, Eric Trotoux y Silvia Sanchez DArrigo

Articulo para el sitio del IREM el 30 de septiembrede 2017

Nivel: a partir del colegio y para los alumnos proésores.

Introduccion: esta actividad es la continuacién déos trabajos del equipo
Geometria y Relaciones Internacionales del IREM dBlormandia-Caen
cargable sobre nuestro sitio:

https: // irem.unicaen.fr / y, mas particularmente:
Https: // irem.unicaen.fr / spip.php? Article197 dsponible también en
espaiiol.

Presentacion del trabajo:desarrollamos en un texto que seré publicado pemto
un folleto I.R.E.M. Normandia la nocién de: " Rasets Celestes " que es una
extension de un pavimento de Roger Penrose preleeatael suelo de una iglesia
de la Menorca: Santa Maria de Mahén.

Una actividad constructiva de pavimento bajo forma historica
Material: hojas de papel grueso de formato A3, transportaompas, regla de
20cm, tijeras, lapices, si es posible una superfiei trabajo de madera y software
GEOGEBRA.

Nivel: a partir del secundario basico

Este preambulo puede ser leido en voz alta a la st por el profesor o un
alumno.

Presentamos aqui la nociéon de: " Rosetones Celesteque es una extension de
un pavimento de Roger Penrose presentado en al@igona iglesia de la Menorca:
Santa Maria de Mahon.



2 IREM de Normandia-Caen — Geometria y Relaciondaternacionales

La obra maestra del Compafiero Cantero

Un compafiero cantero, encargado por los monumdnsbdricos de
rehacer el piso de una bella pequena capilla emdat tuvo ganas de
dejar, como los constructores de catedrales, saan@ar la historia, esta
seria, ademas, su obra maestra de recepcion dea@@erog*). El decidio
entonces pavimentar la rotonda con un Roseton €eldacia falta que
este trabajo fuese realizable y debio hacer algoalosilos.

La capilla tenia un diametro de 4m medido al detanfiexible de los
albafiles. He aqui como procederia para trazar cslet®@n Celeste:
trazaria sobre el suelo en cemento de su tallefranlo de diametro 4m
luego un poligono regular (como saben ellos todoshlos constructores
de catedral para sus vidrieras y sus pavimentaseaudo octogonos, a
veces decagonos jmire como es bello!

Trasladaria sobre el perimetro del circulo unaitadgde 50cm para
calcular cuantos adoquines deberia utilizar. Ecteféabia decidido que
utilizaria adoquines de 50 cm de lado porque emodd para el
marmolista.
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Presentacion por el profesor

Desarrollamos en un texto que sera publicado eensaten un folleto
|.R.E.M. Normandia la nocion de: " Rosetones CefesStque es una
extension de un pavimento de Roger Penrose prelseatael suelo de
una iglesia de la Menorca: Santa Maria de Mahoéoiememente
renovada (*).

Asi como usted puede comprobarlo el motivo delpanito situado en
lo alto de la foto esta constituido por un pentagestrellado blanco
rodeado de rombos rojo oscuro. La estrella ceasrain decorado simple
y no forma parte geométricamente del roseton.

Mostramos en el articulg
= |citado mas arriba que los
' triangulos que forman la
| estrella y los rombos son
& 3 unos triangulos de oro.
Luego generalizamos esta
' construccion al caso de una
estrella a 7 brazos y luego a
)
&

U7

estrellas a un numerc
cualquiera de ramas qu
llamamos:

" Rosetones celestes

U)

He aqui mas abajo do:
bellos ejemplos de
Rosetones celeste
V. om obtenidos por Philippe
' - EARASAAS Langlois y Eric Trotoux con
(*) https: // irem.unicaen.fr /| software GEOGEBRA.
spip.php? Article197

U)
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A la izquierda el trabajo de Eric Trotoux muestnaRoseton Celeste a 24
lados. Asi como usted puede comprobar sobre eldseul y amarillo,
Philippe Langlois trazé, en primer lugar, un poligajue tiene 20 lados y
coloreado los triangulos inscritos de vértice ehtie del poligono
alternativamente en color amarillo y en azul. Luégad los triangulos
simétricos a éstos para obtenematigono estrelladode radio dos veces
mas grande que el del primer poligono. Coloredrlaagulos en Azul.

| - Actividad preparatoria para todos con GEOGEBRA
Le pedimos explicar la construccion ayudandole dmuras que
corresponden al caso del pentagono y al caso geldmEno.
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Indicaciones para la construcciéon del rosetdon a 7famas que puede ser
ejecutada por los alumnos con software GEOGEBRA [pmano ".

Trazar con la orden PUNTO dos puntos A y B dissrdel lado del
heptagono.

Hacer un clic en POLIGONO REGULAR, en ambos putosB ; luego
sobre 7. El heptagono convexo obtenido estd enr amlsa oscuro.
Buscar el centro O del poligono trazando con |lzw@ MEDIATRIZ, dos
mediatrices en punteados de dos lados del heptagono

Trazar con la ayuda del encargo POLIGONO REGULAFRheptagono de
lado [CD], el heptagono obtenido es rosa medio.bAn#s construyendo
por simetria axial como mas arriba, el punto G sie@de D con relacion a
(EF).

El proceso se termina porque el poligono de 14sléderde) tan obtenido es
convexo.

Il - Actividad a partir de la secundaria primera

(Paginas que hay que distribuirles a los alumnogusssde la lectura de la
historia del compafiero).

Se trata del solar con un roseton celeste undaagil4 m de diametro.

El compaiiero observa el suelo de la capilla y degtdizar el método de los
antiguos constructores: utiliza su regla de 50cim tyaslada sucesivamente
sobre el perimetro del suelo de la capilla quedteala escala 1 sobre el suelo
de su taller. Comprueba que puede trasladar 24seceegla hasta que quede
poco sitio.

y que hasta que quede poco sitio. Podra pues cal@adoquines en la

periferia del rosetdn (ver pagina siguiente).

Decide pues pavimentar la capilla con un rosetdaste de 12 lados.
He aqui el rosetdn celeste realizado con la ayatisaftware GEOGEBRA,
una unidad representa 50cm, el circulo representpated interior de
diametro 4m.
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El companiero observa el suelo de la capilla y @egtdizar un método de
los antiguos constructores: utiliza su regla devb@do traslada
sucesivamente sobre el perimetro del suelo depldacgue trazé a la
escala 1 en su taller. Comprueba que puede tragdddaeces su regla
hasta que quede poco sitio.

. Podra pues colocar 12 adoquines en la perifetiao$eton como usted

puede observarlo mas abajo.

Decide pues pavimentar la capilla con nmseton celeste a 12 lados
He aqui el rosetdon celeste realizado con la ayudh sdftware
GEOGEBRA, una unidad de la figura representa 50emgirculo
representa la pared interior de diametro 4m.
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Actividad para los alumnos a partir de la segunda@ primera
Las cifras entre paréntesis reenvian las cuestafesl de texto.
Usted puede valerse de la figura precedente.

1) Sobre una hoja de papel fuerte de formato A4, tuaceemicirculo
de diametro 40cm (1).

2) Trace dos diametros ortogonales [MN] y [KL], luedos radios
[OK.] y [OD] de angulo 30 ° con transportador. Taa®e al compas
sobre los lados del angulo dos segmentos [OC] Y fleBrigen O y
de medida 5cm.

3) Trace al compas dos arcos de circulo de centr&cCde radio 5cm
gue se encuentran sobre F (2).

4) Trace el rombo OCFE, su angulo de vértice O mide® 3for
construccion (3).

Trace el rombo OEJH simétrico del rombo OCFE cdacrén a
(OD).

5) Trace el radio [OG] del circulo que pasa por J (4).

6) Trace dos arcos de circulo de centro F y J, deradm que se
encuentran sobre |, obtenemos rombo EFIJ (5).

7) Trace dos arcos de circulo de centro F, de radiodige encuentran
[OK] sobre P, obtenemos el rombo FPRI. Trace canmimétodo
el rombo RUST (6).

8) El cuarto de disco KOG contiene todos los tiposdigquines utiles
para solar el suelo de la capilla (7).

9) El compafiero se pregunta si calculé bien sus medidael roseton
puede "entrar" en la capilla (8).

10) Para los mas grandesdebemos prever el abastecimiento de los
adoquines por el marmolista, complete la figur@ialto de circulo (9).
Observe el triangulo STO rectangulo sobre T de langu el vértice O

de 15 ° (10).
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Cuestiones, escriba y justifique su respuesta bajta cuestion.

1) ¢Cual es la escala de su representacion deb sigella capilla?

2) ¢, Qué representa el derecho (OF) para el amxgils?

3) ¢, Cual es la medida del angulo FEO?

4) ¢ Qué representa (OG) para el angulo EOH?

5) ¢, Por qué | se encuentra el punto sobre [OD]?

6) y 7) ¢, Cuantos tipos de adoquines diferentes hay?

8) Calcule el perimetro de la capilla y del dodecdy ¢, Ya que tienen el
mismo centro usted puede deducir de eso que ahpato va "a entrar"
en la capilla?

9) Para los mas grandessabiendo que el angulo COE mida 30 ° calcule
las medidas de los angulos de los adoguines.
¢, Cuanto hay que prever de adoquines diferentexiefd

10) Utilizando el seno del angulo de medida 15 °eéntriangulo
rectangulo STO donde T es la mitad de [SV], caltalmedida de [OS]
semi diagonal del dodecagono. ¢ El dodecagono “band en la capilla?
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Sugerencias de soluciones para el profesor.

1) ¢, Cual es la escala de su representacion del dada capilla?
40cm para 4m sea 1/10.
2) ¢, Que representa la recta (OF) para el angulo KOD?
Su bisectriz como diagonal del rombo OCFE.
3) ¢ Cual es la medida del angulo FEO?
180 - 30 = 150 ° porque la suma de los angulosndembo es 360 °.
4) ¢Que representa (OG) para el angulo EOH? Sucthise
5) ¢ Por qué se encuentra el punto | sobre [OD]?
(OD) es la bisectriz del angulo FEJ.
6) Y 7) ¢Cuanto hay tipos de adoquines diferentes?
Observamos 5 tipos de adoquines.
8) Calcule el perimetro de la capilla y el dadlecagono. ¢ Ya que tienen
el mismo centro usted puede deducir de eso que/ghpnto va "a entrar"
en la capilla?
¢ El perimetro de la capilla es 4txsea 3,14 x 4 = 12,56 m.
Utilizando el seno del angulo de medida 15 ° emi@hgulo rectangulo
STO donde T esta en el medio de [SV]), calculeddina de [SO] semi-
diagonal del dodecagono. ¢ El dodecagono " entndd eapilla?
Sin 15 =0,26; ST/ SO = 0,26; SO = 50/0,26 = 1923 larespuesta
es si

Sabemos, segun los estudios
Philippe Langlois, Eric Trotouy los
calculos de Danielle Salles, que
posible engendrar los roseto
celestes de orden par utilizando
1| poligono de diametro la mitad

rosetbn y operando sobre ¢
rotaciones de centro una des
vertices de este poligono. ldqui un
o an g construcadn efectuada C{
— GEOGEBRA:
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Observe la figura a la izquierda y
escribe un algoritmo de
construccion con GEOGEBRA/

Estudio prolongado para los alumnos profesores
Pensemos en los resultados obtenidos.

a) ¢, Conseguimos adoquines quiénes pueden seadwdizios veces, por
qué?

b) ¢ Podriamos obtener para otra dimension de ibacap tipo utilizable
de adoquines tres veces?

c) ¢, Podemos utilizar los 3 tipos de adoquines dapdla para construir
un rosetdén mas pequefo?

d) ¢ Uno de los adoquines es un cuadrado, estor@esaposible?

e) ¢Si el compafnero compra sus adoquines al metdrado cual es el
gasto que debe prever? ¢Cual es el area de |disigpeastante que hay
gue cubrir de cemento-piedra entre el pavimentopared de la capilla?

Indicaciones de soluciones:

a) Podemos observar que cuando el niamero de ladasskton es el
primero p, no es el caso porque todos los numeresiores a p son
primeros con p. Si el nimero de lados del rosegdal empar pero no
primero por ejemplo 9, los pares de medidas delas@itenidos son:

(2179, 79) ; (409, 5m9) ; (6179, 3M9) ; (8179, W9) ;
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Las pares son todos diferentes porque el primatinérdel par siempre
es par y el segundo es impar ya que son complernen#a9, pues si se
invierte la orden del par obtenido no pertenecesetie de las pares.

Pues si el cantero quiere utilizar dos veces umpavo debe trazar un
rosetdn con un namero par de lados.

b) Es imposible utilizar tres veces el mismo pavitoeporque cada
pavimento es utilizado una vez en una direcciora wdz siguiente
después de una rotacioni@.

c) Si el rosetdén es mas pequefio, el niumero de adsgen el centro es
mas pequefio pues su pequeiio angulo es mas gramdeelpequeno
pavimento de angulo 30 ° no es utilizable.

Vayamos pues a utilizar el pavimento esmeralda dengulos 60 ° y
120 °.
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d) Para que el pavimento contenga un cuadradecesario que uno de
los pares de angulos relativos al roseton de dzdesea la forma:

(nT'2n, v2n) . Por ejemplq71v14, 7#v14), Es necesario pues que el rosetén
tuviese un nimero par de lados.
¢ Esto es suficiente? No ya que el ejemplo precedihthexagono no

contiene cuadrado.

211/3

/3

Obtenemos un
construido a partir de dg
adoquines idénticos
Ruben Rodriguez estudio en
capitulo 1V del folleto que
aparecera en las ediciones
|.R.E.M de Normandia-Caen:
los Rosetones Celestes " es
propiedades bajo forma algébr
y analitica.

Observemos que un pavimer
cuadrado genera un cuadrado
veces mas grande.

hexago

Tratemos ahora el octogono

Observamos que uno de los rombos qu
parece un cuadrado. Los pares de angulg
son: (28, 6rt/8);

(4178, 41t/8); (218, 6rt/8); lo que confirme
nuestras observaciones.

Mas generalmente sea 2r un namero par.

Los pares de angulos son:

(2172r, (2r-2)1/r) (4rv2r, (2r-4)t/r);

(8172r, (2r-8)1/8);

Para obtenerm(2, 1v2) debe existir p tal qu
tenemos el par:

(2prv2r, (2r-2p)t/2r) con:

(2prv2r) = (2r-2p)t/2r) sea:

2p = 2r-2p sea: 2r = 4p,

Hay que el nimero de lados del rosetén
multiple de 4, el que no era el caso parg
hexagono, pero es el caso para
dodecagono.

e

sea
1 el
el
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Aqui un contraejemplo el rosetdn a 18 lados:

Los pares visualizando los pavimentos son:

(21718, 161/18); (4718, 141/18); (6718, 121/18); (8718, 1G1/18);
(101718, &1/18); (12718, 61/18); (14718, 4t/18); (16718, 21/18).
Ninguno contiener{2).

Aqui el pavimento de la capilla:
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e) ¢Si el compafiero compra sus adoquines al maadrado cual gasto debe
prever? ¢ Cual es el area de la superficie restprgenay que cubrir de cemento-
piedra entre el enlosado y la pared de la capilla?

Recordemos que:

El cantero necesita de: 24 adoquines de anguldsy3@50 °; 24 adoquines de
angulos 60 °y 120 °; 12 adoquines cuadrados. yleatos el area de la superficie

del primer pavimento de angul@dst/12 y 10mt/12
Redondeamos al centésimo.

El area de la superficie del primer pavimento es g¢ances

0,5x0,5x (2 cost/12) x (2 coslOmt/12) sea: (cow/12) x (cosHm/12) = 0,5 X
0,97 x 0,26 =0,13n+.

El area de la superficie del segundo pavimento es:
(cos2m/12) x (cosAm/12) x 0,5= 0,87 x 0,5 x 0,5 622 nt.
El area de la superficie del cuadrado es: 0,25%m

El area de la superficie total del pavimento es eomces:
24 (0,13 + 0,22) + 12 x 0,25 = 11,4m

Estos resultados no permiten, a causa de las apokines, de calcular el area de la
superficie que hay que cementar. Vea mas abajovédsres librados por
GEOGEBRA.
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Anexo: estudio del
rosetdon de la Catedral de
Chartres

¢, Observe esta fotografia,

reconoce formas
geomeétricas?
Trace, lo mas

escrupulosamente posible,
el vitral a la regla y al

compas, 0 con
GEOGEBRA.

¢, Este wvitral es un
"verdadero pavimento
matematico"? (*)

Explique su respuesta
He aqui un borrador GEOGEBRA, usted puede obserparia escribir su algoritmo de

construccion.

(*) un pavimento matematico es un recubrimientopdi@ho por poligonos, regulares o no, tal para que
no tuviese ningun vacio ni entre ellos, ni recu@to. Las vidrieras, hasta teniendo en cuentagunt
de piedra o de cemento son raramente los pavimeatosentido matematico.
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Observacion del vitral a los fines de construccidcion GEOGEBRA
Observamos que el motivo central contiene un paje@h que podremos afiadir a nuestro
gusto asi como un ribete de pequefios circulos.

Podemos ignorar estos motivos para conseguir cgrgagatienen un vértice en el centro
A.

Los motivos que rodean los cometas parecen ser aonadrados que trazamos.
Los motivos que rodean los cuadrados no parecemafocon €stos un pavimento con
sentido matematico, en efecto, son porciones d@elod que no pueden ser unidas con
lados de cuadrados, entonces afiadiremos triangetmbemos eventualmente afadir
para imitar el vitral, pero éstos no formaran tacgpon "verdadero" pavimento excepto
si completamos, como el albaiil podria hacerlairgulo de piedra tallada o en cemento.

Indicaciones para la
construccion  del vitral
Trace un punto A que sera €
centro del roseton.
Trace tres circulos
conceéntricos de centro A patrs:
figurar el pequefio motivo
central con los personajes.
Usted puede si lo desea trazar
los pequefios circulos
decorativos trazando e
primero luego otros con la
orden "rotacion” de
GEOGEBRA.

-

7

Sobre el tercer circulo, trace con la orden " amgelmedida dada " un angulo que tiene
un punto B sobre este circulo, de vértice A y ddida30 °. Los lados de este angulo
encuentran el tercer circulo sobre By C.

Con la orden " poligono regular ", trace un poligoagular de lado BC a 12 lados.
Trace un circulo de centro A de rayo doble delgectrculo, los lados del angulo BAC
encuentran este circulo sobre Dy E.
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Para construir los cuadrados que son los motivip@seosotros vayamos a calcular las
medidas de ciertos angulos:

Las medidas de los angulos del triangulo ADE es,cpastruccion: 30 °, 75 °, 75 °.
Deseamos construir un cuadrado de vértices D, glende vértice F situado sobre la
bisectriz del angulo DAE por razones de simetrfazdmos pues la bisectriz de este
angulo con la funcion "bisectriz": punzado E, cuen¥, punzado D, El angulo FDE
debe medir: (360 - 150 - 90) 2 = 60 °.

Con la orden " poligono regular " trace un cuadmeltado [FE], trace otros cuadrados
por rotacion de éste de 30 ° alrededor de A.

Podemos continuar solando el roseton sin tomaofimmente modelo sobre el vitral
porque observamos que el motivo siguiente no pauinel plano. Podemos por
ejemplo trazar un triangulo amarillo, damos un @jensobre la figura final.

IREM de Normandie Caen, équipes Géométrie et Relatns Internationales
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Le proponemos ahora un bello motivo
inspirado de Roger Penrose presentado
en el sitio:

https: // fr.pinterest.com / pino /
15129348718153072/

¢Le parece que este rosetdon sea
construido con el mismo tipo de
adoquines que los de la iglesia Santa
Maria de Mahon?

Respuesta: a primera vista y a la
observacion de la estrella situada abajo
a la derecha de la foto, los adoquines
“casi cuadrados" son los " adoquines
obtusos " de la iglesia Santa Maria de
Mahon.

Los adoquines grises completan los
rombos que contienen dos adoquines
agudos y ningun pavimento blanco.

He aqui al lado una estructura similar.

Le proponemos reproducirla, con la
ayuda de GEOGEBRA.

i Le trazamos el roseton central, puede
continuarla con bellos colores!
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