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Actividades alrededor de los triangulos de oro
Y de los pavimentos de tipo 3 de Roger PENROSE
El pavimento de la iglesia Santa Maria de Mahon (BESANA)

Por Danielle Salles-Legac (*)

(*) Con el ayudo de Ruben Rodriguez Herrera y MBaala Detey.
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Introduccion: nos interesamos, en nuestra obra "Numero de ardliferentes
motivos particularmente elegantes, nos obtuvimoa tws rectangulos y los
triangulos de oro. A propoésito de eso Ruben Roedgws sefiald la existencia de un
pavimento "de tamafio natural® de una iglesia delémorca en las Islas Baleares.
Este pavimento es presentado en articulos escaabes los pavimentos (Blog de
Teresa Eveilleau por ejemplo (**)) "como Pavimed#otipo 3" sin estudio particular
aunque segun nuestra opinion, sea muy interesame ic a comprobarlo.

Nos intrigd porque su motivo principal: un rose#dh ramas nos parecia, " al 0jo "
un pentagono estrellado inscribible en un circulo.
Una foto, (la de la primera de cubierta) nos deas@dgcomo vamos a verlo juntos.

En primer lugar: ¢ @ es un pavimento regula?

Un sdlo poligono regular es reproducido y suelaario sin recubrimiento ni hueco,
por ejemplo el hexagono.

¢Un pavimento semi regulaf

Varios poligonos forman un motivo reproducido saddnelano, por ejemplo un
cuadrado y un tridngulo isésceles de base el latiouddrado.

Un pavimento irregular esta constituido por polig®irregulares por ejemplos los
pentagonos descubiertos por Casey Mann, de larsidad Washington Bothell,

Un pavimento no regular puede estar constituido gmigonos regulares pero no
contener motivos repetitivos como el pavimentoipe 3 de Roger Penrose. (Tal que
la cobertura de este texto). Existe un motivo répcalo muchas veces pero
encuadrado por motivos que cualificamos de "aaffan
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Actividad para la segundaria

Palabras claves pentagono, triangulos de oro, pavimento "a gtamelvimento de
tipo 3, Roger Penrose.

Material : regla, transportador, compas, mucho papel, eabnante software
GEOGEBRA.

Cuestiones(indicaciones de soluciones al final de articulo)

1) Deseamos trazar un pentagono regular convexo dentrde un circulo dado
como sobre la figura mas abajo

¢,Cudl es la medida del angulo en el centro QOA?
Trazar el circulo y el pentdgono sobre una hoja de
papel fuerte.

2) Trazar, para cada triangulo de cumbre C
triangulo simétrico con relacion a los lados |del

pentagono para obtener un pentdgono estrellado
S como sobre la figurade la péagina siguient
¢,Cual es la naturaleza del cuadrilatero E@®)
¢ Es el pentagono asi construido regular?

v

Definicion de los triangulos de oro

Ambos triangulos de oro son construidos del mogoisnte:

El triAngulo de oro aguda tiene su angulo en la cumbre de medida 36 °,nes u
triangulo isosceles.

¢, Cuadl es la medida de sus dos otros angulos?

¢Cudles son las medidas de los &ngulos del triangBAU?
El triangulo de oro obtusa tiene su angulo en la cumbre de medida 108 tines
triangulo isGsceles también.

¢Cuales son las medidas de los angulos del tridngl@AU?
¢,Cudl es la medida del angulo en el centro QOA?

Trazar el circulo y el pentdgono sobre una hoja papel fuerte.
2) Trazar, para cada triangulo de cumbre O, ahdt# simétrico con relacion a los
lados del pentagono para obtenepentagono estrelladaccomo sobre la figura de la
pagina siguiente.

¢,Cual es la naturaleza del cuadrilatero BE@®J

¢,Cuales son las medidas de los angulos del triangi?AUs?
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Trazamos ahora el pentdgono convexo
PZVTR y completamos los rombos (de
lados PAZ ; ZWV ; VUT ; TSR ; RQP
véase por ejemplo sobre la figura siguiente
el rombo:P,K »Z,A..

Trazamos ahora el circulo cir@arito al
pentagono estrellado, expliqgue porque
puntoK ; esta sobre este circulo

Complete el decagono convexo y corte
los dos tipos de rombos :

Los rombos del mismo tipo que el rombo
PQUA;

Los rombos del mismo tipo que el rom
PAZK;.

La pagina siguiente debe ser impresa sobre papelugso o cartén para poder ser
cortada.

Construya usted mismo un pavimento "a granel" comoel del pavimento de

Roger Penrose en la iglesia Santa Maria de Mahon das Islas las Islas Baleares
(Usted Documenta personalmente).
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En las paginas siguientes construimos un paviméatgranel” con la
tecnica que utilizaban los albafiles de la igledtalas Islas las Islas
Baleares, utilizando a veces la simetria axial pangontrar bellos
rosetones.



6 Danielle Salles-Legac y el Equipo GeometrjaRelaciones internacionales

Para los mas grandes

Nos interesamos ahora a una generalizacion del pawnto de R.
Penrose a partir del heptagono regular.

Observamos que Penrose utilizaba constantementecblo de que los
angulos de los rombos construidos a partir deril@agulos de oro eran de
medidas mudltiples de 36°sea: 36 °, 72 °y 108 °.

Nos preguntamos si, efectuando la misma constmaué la de Penrose,
con un heptagono regular, obtendriamos tambiénenmdso pavimento
de tipo 3.

Vea la pagina siguiente un borrador de nuestr@ajpadnbre GEOGEBRA.
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Aqui abajo hemos construido un pavimento mas largo.
¢, Qué observa sobre el nimero de rombos necesarios?

IREM de Basse-Normandie Equipe Géomeétrie et Relations Internationales
Une extension du pavage de type 3 de Penrose a partir de I'heptagone
par Danielle Salles-Legac

¢Piensa que se puede construir asi pavimentos @dgomos estrellados
teniendo mas lados? ¢ Qué pasaria?
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iMas abajo le proponemos el mismo pavimento sinreslcon el fin de
gue usted pudiera ejercer su talentos! Usted paedaarticular tratar de
poner de manifiesto figuras en tres dimensiones...

Buen fin de afio a todos!
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Indicaciones de solucionesal ser regular el pentagono convexo, tiene 5
angulos en el centro iguales pues de medida 360/ = Los triangulos
construidos simétricamente a los triangulos cesdrdbrman con éstos
rombos iguales pues inscribibles en el mismo areld centro Yy de
rayo el gran eje de los rombos igualess®.U.0s ejes principales son las
bisectrices de los angulos en el centro del pripggtagono convexo la
medida de los angulos de los triangulos igualéisaalguloPAUs es pues:
72/2 = 36 °, es la medida de los angulos a la bak&iangulo de oro
obtuso.

Completamos los rombos de tipgARZ,K,. Los rombos de tipo,R,U;Q; son todos
iguales y tienen una cumbre comun:yos lados comunes, sus cumbres exteriores
pues estan todos situados sobre el mismo circulee quazamos.

¢, Por qué tienen los pequefios rombos de tpeZRK, su cumbre exterior Ksobre
este circulo? Observemos en primer lugar que losopulU, A;, K; son alineados
por construccion porque los segmentogAl), [A1K,] ambos son ortogonales a [PZ].
El angulo PKZ es igual al angulo P&. El triangulo PAU,; es obtuso y de oro, su
angulo en la cumbre es: 180 - 2x36 = 108 °. El lnBéZ tiene pues para medida:
360 - 2x108 = 144 °. El angulo RW;, igual al angulo PA; mide pues:
144/2 = 72 °. El angulo P K; tiene pues como medida 180-36-72 = 72 ° vy el
triangulo UP K; es isdsceles, [KJ4] es igual a [P, rayo del circulo: el punto K
es sobre este circulo.
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Podemos esperar completar este « triangulo madanisio que el triangulo ODC
aigudo de cumbre el centro del circulo.

A propésito del heptagono

El nimero 7 el que mi ha fascinado siempre (j ydaprimeral) me pregunté si este
ndamero seria de composicion por muy buena igual a 5

El heptdgono regular convexo posee, en efectopromedad divertida que se parece
a la del pentagono: el triangulo de oro agudo tgreangulos por la base de medida
doble de la de su angulo en la cumbre; el heptagenposee un triangulo formado
de dos rayos de su circulo circunscrito y de unsugelados de los que las medidas
de angulos en la cumbre es (evidentement@y. ea 51,43 °. Sus angulos para la
base miden (180-51,43)/2 = 64,28° al centésimgrddo.

Podemos esperar poder completar este trianguloi¢nidg mismo que el triangulo
ODC agudo de cumbre el centro del circulo:
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Le construimos un pavimento con rombos construagsirtir del heptagono, pero
observamos que nos hacia un rombo suplementariégngelo agudo de medida
25,71 ° con el fin de "llenar" algunos hoyos! Henteaido aqui el detalle de las
medidas libradas por GEOGEBRA. Observamos queyusacde nuestro dibujo " en
la mano ", las medidas libradas no son rigurosasbien sefialamos mas abajo las
medidas al centésimo de grado:

W7 = 25,70° ; /7= 51,40° ; 3v7 = 76,10° ; 477 = 102,80° ;

517 = 128,50° ; V7 = 154,20°.

Observamos que $opares
de agulos que nos fuerg
utiles son todas e
demmposisiones de 7 ¢
pares de nmeros entero
inferiores cuya suma es [7.




